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Capitolo 1

Insiemi, funzioni misurabili

1.1 Preliminari

Per poter introdurre I'integrale di Lebesgue, diamo innanzitutto una motivazione
per abbandonare l'integrale di Riemann in favore di tale integrale. I motivi
principali sono tre:

1) La classe delle funzioni Riemann integrabili R([a,b]), a,b € R, non é com-
pleta rispetto alla norma || f||; = f; |f(z)] dz.

2) Allargare la classe delle funzioni integrabili.
ESEMPIO:
Un esempio di funzione che non ¢ Riemann integrabile ma, come vedremo
in seguito, & Lebesgue integrabile, é la cosiddetta funzione di Dirichlet:

B 1 se xe€Qn]|0,1]
f(x)—X@m[o,ll(x)—{o se €QnNJ[0,1].

Denotiamo con P una partizione dell'intervallo [0, 1]:
P:rpg=0<mn<..<z;<wmi11 <..<zxyp =1

Chiamiamo A; := [x;,2;41), per i =0,...,n—2 e A, 1 := [z,_1,x,]. Cal-

—1
colimo l'integrale superiore: [ f(x)dz. Innanzitutto, la somma superiore
Sp ¢ data da

n—1

Sp(f) = sup f(@)(zip1 — m:).

i=0 TEA;
Siccome l'insieme Q € denso in R, per ogni intervallino A; esiste un r; € A;
tale che r; € Q, quindi:

n—1

Sp = Z(ZEZ'+1 - [L‘l) =1.

=0



Poiché questo discorso vale per ogni partizione P, si ha

/Of(:c)d:c = inf Sp(f) = L

Calcoliamo l'integrale inferiore: [ (1) f(z)dz. La somma inferiore sp & data
da N

n—1

sp(f) =) inf f(z)(ziss —a:) =0 VP,

TEA;

=0

quindi Ll)f(x)dx = supp sp(f) = 0.

Siccome 'integrale superiore e 'integrale inferiore sono diversi, f ¢ R([0, 1]).

Vorremmo che 'ugualianza

b b
[ (lim futade =t [ fu(0)da (L)
valesse sotto condizioni pitt deboli di quelle dell’integrale di Riemann. Pre-
cisamente, per I'integrale di Riemann, una condizione sufficiente per la (1.1)
¢ la seguente: f, € C([a,b]) e f, coverge ad f uniformemente su [a, b].
Tale condizione ¢ molto forte e non sempre verificata, come mostra il
seguente esempio.

ESEMPIO:

Sia f,(x) = 2" su [0, 1]. Calcoliamo l'integrale di Riemann:

1 n+1
/ z"dxr = v
0 n+1

La successione x™ é puntualmente convergente alla funzione:

! 1

O_n—i—l'

. 0 se 0<x<l1
f@)_nll—{gof"(x)_{ 1 se x=1.
Poiché f,(x) € C([0,1]), mentre f(x) ¢ C([0,1]), non c’¢ convergenza
uniforme.
Non essendo soddisfatta la condizione di convergenza uniforme non pos-
siamo applicare (1.1).
Osserviamo pero che vale I'ugualianza:

O:/Olf(x)dx: lim !

n—oom 41

Vedremo che l'integrale di Lebesgue in questo caso consente il passaggio del
limite sotto il segno d’integrale.



1.2 La misura esterna

Definizione 1.2.1. Sia X un insieme e sia P(X) l'insieme delle parti di X.
m C P(X) ¢ una o-algebra se:

1) X €em,

2) m & chiusa rispetto all’operazione di complemantazione: A € m = CA €
m7

3) m ¢é chiusa rispetto ad unioni numerabili: A; € m,i € N = U, A; € m.

La coppia (X, m) prende il nome di spazio misurabile e gli elementi di m si dicono
insiemi misurabili.

Ricordiamo anche la definizione di spazio topologico.

Definizione 1.2.2. Sia X un insieme e sia P(X) l'insieme delle parti di X.
Una famiglia T C P(X) ¢ una topologia se:

1) X,¢€er,
2) Se Ay, .., An €T, allora AyN..NA, €T,

3) Se {A}aeca C 7, allora UpeaAn € 7. (Osserviamo che l'unione potrebbe
essere non numerabile).

La coppia (X, 7) prende il nome di spazio topologico.

Su di uno spazio misurabile (X,m), si pud definire una misura g nel modo
seguente:

Definizione 1.2.3. Sia (X, m) un insieme misurabile. La funzione p : m —
[0, +00] & una misura se verifica:

1) p(®) =0
2) Se {E;}32, ¢ una successione di insiemi misurabili a 2 a 2 disgiunti, ovvero
E.NE; =0, sei# j, allora

m(UX, E;) = Z m(E;). (1.2)

La proprieta (1.2) & detta o-additivita della misura m.

Il nostro prossimo obiettivo sara la definizione di una misura sullo spazio R™.



Innannzitutto, fissiamo le seguenti notazioni. Sia £ € R", insieme elementare,
indichiamo la misura euclidea di E con |E]|.
Siano z,y € R", x = (21, ..,2,) e y = (1, .-, Yn); definiamo

d(z,y) = v —y| =

Vediamo ora di calcolare la misura euclidea degli insiemi elementari. Se n = 1
gli insiemi elementari sono intervalli. Se I'insieme E ¢ del tipo

E =a,b], la,b), (a,b], (a,b),
in tutti i casi
‘E‘ = b_aa

ovvero gli estremi dell’insieme E non influiscono sulla misura elementare.

In dimensione n = 2 gli insiemi elementari sono rettangoli, quadrati e cerchi.
Studiamo i rettangoli. Se R = [a, b] X [¢, d], la misura euclidea di R coincide con
I’area di R quindi

[R| = (b—a)(d—c).

Tale misura si estende anche al caso n > 2, dove il rettangolo R C R" ¢ dato da
R = [ay,b1] X .. X [ay, by], e risulta

|R| =TI (b — ).
Ricordiamo che un punto x € E si dice interno ad E se esiste r > 0 tale che la
palla di centro x e raggio r, B,(z), ¢ inclusa in E.

Indichiamo l'interno di E, ovvero l'insieme dei punti interni di £, con E.
La misura euclidea gode della proprieta di additivita:

se R=UY R;e ;{Z N ;{j: ¢ per ogni i # j, allora |R| = sz\il |R;|.

Ci proponiamo ora di definire un’applicazione p*, che chiameremo misura
esterna, tale che:

1) Sia definita su ogni insieme £ C R";
2) Se R ¢ il rettangolo in R™, p*(R) = |R].

Definizione 1.2.4. si dice misura esterna di E C R":
(*(E) = inf { Y |Ri|, EC U;‘;RZ}
i=1

dove R; sono rettangoli chiusi.



Proprieta 1.2.5. La funzione u* é monotona:
AC B = u'(A) < pu*(B). (1.3)
Dimostrazione. Se A C B, ogni ricoprimento di B é anche ricoprimento di A. [J

Proprieta 1.2.6. Se R ¢ un rettangolo chiuso, p*(R) = |R)|.

Dimostrazione. Si ha p*(R) < |R|, perché¢ R ¢ un ricoprimento rettangolare di
se stesso e la disugualianza é giustificata dal significato di estremo inferiore nella
definizione di p*. Resta da dimostrare che |R| < p*(R). Consideriamo un arbi-
trario ricoprimento Rj con j = 1,..,00, risulta R C U3? 1R e vogliamo provare
che |[R| <377, |R;l.

Sia € > 0, per ogni R]- consideriamo il rettangolo aperto S; tale che |S;| =
(1 + )Ryl

R C U2 R; CU32,5;. Ma R € un compatto e S; € un suo ricoprimento aperto,
possiamo quindi estrarre un suo sottoricoprimento finito: Sj, con i = 1..NV.
Essendo R C U, S}, risulta

|R|<Z\S\_Zl+e Z —|—e|R[—1+eZ
Jj=1 j=1 j=1

Facendo tendere € — 0, si ottiene [R| <> 72, |R).

Per larbitrarieta del ricoprimento R;, segue |R| < u*(R). In conclusione risulta
u*(R) = |R| .

Corollario 1.2.7. p*(z) =0, per ogni x € R™.

Dimostrazione. Il punto z ¢ un rettangolo degenere di R™, quindi il risultato
segue dalla proprieta precedente. O

ESERCIZIO:
Dimostrare che p*(R) = |R| per ogni rettangolo R.
Soluzione. Sia R la chiusura di R, allora R C R e, per la monotonia della funzione
p*, si ha p*(R) < p*(R) = |R| = |R|. Proviamo il viceversa. Per ogni ¢ > 0, &
possibile trovare un rettangolo chiuso R, C R tale che |R| < |R| + €. Preso un
ricoprimento {R;} di R, {R;} & anche un ricoprimento di R, e si ha

R < |R|+e=p"(R)+e< ) |Rj|+e.

J=1

Passando al limite per € — 0, si ottiene |R| < 77 |R;|, da cui |R| < p*(R) e
quindi p*(R) = |R).



ESERCIZIO:
Si definisce contenuto esterno di Jordan di £ C R:

i)
ii)

ii)

N
J«(E) = inf { Z 1;|, EcUX,I;, I intervallo chiuso}
j=1

Dimostrare che J,(E) = J,(E);

Trovare un insieme E numerabile contenuto in [0, 1] tale che J.(E) =1 e
w(E) =0.
Soluzione.

Dimostriamo che J,(E) = J.(E), ovvero che il contenuto esterno di Jor-
dan di un insieme coincide col contenuto esterno di Jordan della chiusura
dell’insieme. Sia £ C R, E la sua chiusura quindi £ C E. Per ogni rico-
primento {/;} di F, {I;} ¢ anche ricoprimento di F quindi J.(E) < J.(E).
Viceversa, per ogni ricoprimento {I;} di £ deve essere £ C Ulelj quin-
di, passando alla chiusura, £ C UY,I; = UY, I; perche gli I; sono chiusi
e 'unione ¢ finita. Segue che J,(E) < J,(E). Unendo i due risultati,
J.(E) = J.(E).

Scegliamo l'insieme: E = Q N [0,1], ovvero £ = Upm{™} conn # 0 e
m < n.
Risulta p*(E) < >,

nulla, quindi p*(£) = 0. Usiamo ora il punto (i). Poiché Q ¢ un sottoin-
sieme denso di R, risulta £ = [0, 1] quindi J,(F) = J.(F) = 1.

{%H = 0 perché la misura esterna di un punto ¢

Proposizione 1.2.8. La funzione p* é o-subadditiva:

E=UXE = u(B)<) (k).
=1

Dimostrazione. Consideriamo l'insieme E = U, E;. Per ogni E; deve valere
I'ugualianza:

k=1

Per ogni € > 0, deve esistere un ricoprimento {R; s}, di E; tale che

oo . €
D IRkl < pr(E) + 5
k=1
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Quindi,

Allora,

PE) <Y Y Rl <D (p (Bi)+5;) = dou (Ei)+625 =Y W (E)+e.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Facendo tendere € — 0, si ottiene la tesi. O

Proprieta 1.2.9. Se E = Ey U Ey, con d(Ey, Ey) > 0, allora

p(E) = p*(Ey) + p'(E).
Dimostrazione. Ricordiamo che

d(El, EQ) = inf |£IZ'1 — $2‘,
r1€FR,x0€ 2
con |z| = /xf 4 - a2
Per la subaddivita di p*, si ha p*(E) < p*(Ey) + p*(E2). Proviamo la disug-
uaglianza opposta. Sia 6 > 0, tale che d(F4, Ey) > 0. Per ogni € > 0, esiste un
ricoprimento {R}; di E tale che

SO IR < (B) +e
=1

Possiamo supporre, eventualmente suddividendo ulteriormente i rettangoli, che
diam(R;) = sup, ,eg, |z — y| < 6. Quindi, ogni R; interseca al pitt uno dei due
insiemi £y, Fy. Se indichiamo con J; (rispettivamente J5) 'insieme degli indici
per cui R; interseca F; (risp. Es), abbiamo

Ey = Ujen Ry, Ey =Uiep, Ry

Quindi
B + (o) < Y[Rl + ) IR
1€J1 i€y
< Z | i
i=1
< u(E)+e
Facendo tendere € — 0, si ottiene la tesi. O

La misura p* gode di proprieta di additivita non solo nel caso precedente,
ma anche quando gli insiemi in questione hanno una struttura particolare, come
mostra il seguente risultato (per la dimostrazione, si rimanda a [2]).
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Proprieta 1.2.10. Se E =UX R;, e B, N R;= 10, sei # j, allora

[e.e]

p(E) = Z\Ez‘

=1

Tuttavia, in generale, ©* non é additiva. Vediamo quindi di restringere p* ad
una classe di sottoinsiemi di R" che la renda additiva.

1.3 Insiemi misurabili

Definizione 1.3.1. Sia (X, 7) uno spazio topologico, si chiama o-algebra dei
boreliani B la pitu piccola o-algebra che contiene la topologia T.

Definizione 1.3.2. Sia (X, 7) spazio topologico, se A; C T, 1 € N, linsieme G,
¢ definito da

GU - Ai, (14)

=

s
I
—

mentre, presa {F;}32, famiglia di chiusi, definiamo F, l’insieme

F =]~ (1.5)

s

-
I
N

Consideriamo ora X = R" e costruiamo la o-algebra di insiemi misurabili.

Definizione 1.3.3. Dato linsieme A C R™, e indicato con A® il suo comple-
mentare in R™, A si dice misurabile se per ogni E C R"™ si ha

p(E) = u (ENA) + p*(En A°). (1.6)

Si presti attenzione al fatto che I’equazione precedente non é verificata da ogni
insieme.

Introduciamo ora un criterio di misurabilita per gli insiemi.

Proposizione 1.3.4. L’insieme A C R™ ¢ misurabile se e solo se per ogni € > 0
esiste un aperto O, tale che A C O, e p*(O N A) < €.

Se A & misurabile, la misura di Lebesgue p di A si definisce come

H(A) = 1" (A). (L.7)

Esempio 1.3.5. 1)Tutti gli aperti di R™ sono misurabili, in particolare i ret-
tangoli aperti.  2)Tutti i complementari di insiemi misurabili sono misurabili,
come si vede dalla (1.6). In particolare, i chiusi sono misurabili.



Vediamo ora alcune proprieta della misura di Lebesgue.

Teorema 1.3.6 (Teorema di Caratheodory). 1) La famiglia £ di insiemi mis-
urabili & una o-algebra.  2) La misura di Lebesque pu é una misura o-additiva

su L.

Corollario 1.3.7. La misura di Lebesque L ¢é un’estensione della misura ele-
mentare (euclidea).

Proposizione 1.3.8. [ compatti sono misurabili ed hanno misura finita.

Dimostrazione. Ricordiamo che un insieme K di R™ ¢ un compatto se e solo se
¢ limitato e chiuso. Se K ¢ chiuso, abbiamo visto che K ¢é misurabile. Inoltre, in
quanto compatto, esiste un quadrato n-dimensionale ()5 che lo contiene, ovvero

K CQun=[-N,N| x[~N,N] x -+ x [N, N]. (1.8)

Poiché la misura elementare di Qn ¢ |Qn| = pu(Qn) = (2N)" < 400, per la
monotonia della misura di Lebesgue possiamo concludere che

u(K) < p(Qu) < +oo. (L9)

e percid K ha misura finita. n

Proposizione 1.3.9. Si ha
p(R") = +o0.

Dimostrazione. R™ & aperto, quindi R™ misurabile. Inoltre, VN € N @y C R",
percio, per la monotonia di yu, risulta

(2N)" = u(Qw) < p(R"). (1.10)

Passando al limite per
N — +o0, si ottiene u(R"™) = +oc. O

Esempio 1.3.10. Si puo verificare che ogni semiretta [a, +00), a € R, ha misura
infinita. Basta mostrare che contiene tutti i chiusi del tipo [a + €, N|, con € > 0,
N €N, e passando al limite per N — 400.

Enunciamo alcune importanti proprieta della misura pu, per la dimostrazione,
si veda ad esempio [2].

Proposizione 1.3.11 (Unicita di u). Se A ¢ una misura o-additiva su L e tale
che A(R) = |R|, allora A\ = p.



Proposizione 1.3.12 (o-finitezza di ). E possibile ricoprire R™ con insiemi di
misura finita (1 & o-finita). In particolare,

R = | Qu, (1.11)
N=1

con Qn quadrati n-dimensionali.

Proposizione 1.3.13 (Regolarita di u). Per ogni E € L, si ha:

u(E) = inf{u(0), O aperto e E C O} (1.12)
= sup{u(K), K compatto, con K C E}. (1.13)

Proposizione 1.3.14 (Invarianza di p per traslazioni). Per ogni E € L, l'in-
sieme B+ h ={x+ h,x € E} é misurabile e risulta:

W(E + h) = u(E). (1.14)

Proposizione 1.3.15. Sia F4y C E; C ... C E, C ... una catena ascendente
infinita di sottoinsiemi appartenenti ad L. Allora:

N(U Ey) = lim p(E;). (1.15)

1——+00

Proposizione 1.3.16. Sia £1 D Fy D ... D E, D ... una catena discendente
infinita di sottoinsiemi appartenenti ad L. Se esiste un k € N tale che u(Ey) <
+00, allora:

1——+00

M(m E;) = lim pu(E;). (1.16)

Esempio 1.3.17. La proprieta precendente non vale con gli insiemi E,, = [n, +00),
perché hanno misura infinita per ognin € N. Osserviamo invece che N E, = ()
e (@) = 0.

1.4 Funzioni misurabili
Definizione 1.4.1. Una funzione f: E CR" — R(C) si dice misurabile se:
Vo aperto di R, f(o) & misurabile. (1.17)

Proposizione 1.4.2. Se la funzione f é continua, f é anche misurabile.

Dimostrazione. Una funzione f ¢ continua se le controimmagini di suoi aperti
sono ancora aperti, e tali controimmagini sono anche misurabili, perché aperti,
percio, per la (1.17), f é misurabile. H
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Teorema 1.4.3 (Criterio di misurabilita). Data f : E C R" — R, le sequenti
condizioni sono equivalentu:

1. f musurabile.
“1((a,400)) ={x € E, f(x) > a} & misurabile, Va € R.
“H([a, +00)) ¢ misurabile, Va € R.
(=00, a)

([0

A partire da funzioni misurabili, possiamo ricavare altre funzioni misurabili,
attraverso operazioni quali la combinazione lineare, il passaggio al limite, e cosi
via. Vediamo allora alcune proprieta.

)
) & misurabile, Ya € R.
)

,a)) & misurabile, Va € R.

Proposizione 1.4.4. Sia {f,} una successione di funzioni misurabili. Allora le
funzioni:
sup fn, inf f,, limsup f,, liminf f, (1.18)

sono misurabil.

Proposizione 1.4.5. Siano f,g funzioni misurabili. Allora, VA, u € C le fun-
210M4: s

A +ng fr9 (con g #0), (1.19)
sono misurabili.

Passiamo ora a definire le funzioni semplici.

Definizione 1.4.6. Sia E C R", E = U2, Ej, con E;NE, =0, sej # k. Si
dice funzione semplice la funzione s: E — C,

N
s = ZanEj, (1.20)
j=1
dove aj € C e
- 1 sex ek
XEj_{O sex € B\ E; (1.21)

Proposizione 1.4.7. Le funzioni semplici sono misurabili.

Dimostrazione. Sia E C R™ un insieme misurabile, dimostriamo dapprima che
Xe : R" — R ¢& misurabile. Usiamo il criterio di misurabilita (Teorema 1.4.3):
proviamo che, Va € R, xz'{(a, +00)} & misurabile. Distinguiamo i tre casi:

e Se a > 1 allora x;'(a, +00) = ), che & misurabile.
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e Se0<a<1,xs(a,+o0) = E, misurabile per ipotesi.
e Sea <0, x5 (a,+00) =R, che é misurabile.

Poiché la funzione s é combinazione lineare di funzioni misurabili, per la Propo-
sizione 1.4.5 & misurabile. O

Riprendendo un esempio citato nella prima sezione del testo, ¢ importante
rilevare che attraverso 1'uso di funzioni semplici possiamo misurare insiemi che

Iintegrale di Riemann non riesce a misurare, come nel caso della funzione di
Dirichlet.

Esempio 1.4.8. Sia f = xqnjo,1], la funzione di Dirichlet, definita da

1 sexeQn]0,1]
XQOIT =10 sex ¢ QNI0, 1]

Osserviamo che

ono,1= {%} (1.22)
m,neN
n>0

Calcoliamo la misura di QN [0,1]:

p@np.)=n| U {ZH =2u({E}) =0 2

m,neN

n>0

m<n
per la o-additivita della misura p. Pertanto Xqnp, € misurabile e ha misura
nulla.

Proposizione 1.4.9. Sia f misurabile e non negativa (f > 0). Allora esiste una
successione monotona non decrescente {Sy, }men di funzioni semplici non negative
che converge puntualmente ad f:

lim  s,,(z) = f(z). (1.24)

m——+00

Dimostrazione. Fissiamo m > 0 sull’asse delle ordinate, e suddividiamo 'inter-
vallo [0,m] in una partizione di sottoinsiemi della forma A, = (2%, %], con
k=1,...,m2™" —1eA,o=1[0,1].

Definiamo gli insiemi F},, = f~'((m, +o0)) € Epx = f 1 (Apnk). Frn € misura-
bile per il Teorema 1.4.3. Inoltre,

:
() YA (=) R
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ovvero E,, . ¢ U'intersezione di due insiemi misurabili (Teorema 1.4.3) ed ¢ quindi
misurabile.
Introduciamo quindi la funzione semplice

2Mm—1
k
Sm = TXF, T Y o X (1.27)
k=0

Per costruzione, s, < $,,41; dimostriamo che lim,, . s, (z) = f(x). Fissato
x € E, prendiamo m € N tale che f(x) < m. Allora 3k |z € E, ) e, per
costruzione della s,,,

1
0< fl2) = sml@) < 5 (1.28)
Passando al limite per m — +o0, si ha quindi
lim f(z)— sm(z)=0. (1.29)

m—-+00
]

Corollario 1.4.10. Se f ¢é una funzione misurabile definita su di un insieme
E misurabile, inoltre f é non negativa e limitata, ovvero esiste M > 0 tale che
0< f <M, allora s,, — f uniformemente.

Dimostrazione. Prendiamo m > M, allora f(z) — s,(z) < 55, Vo € E. Quindi:

1
sup /(2) = s ()] < 5. (1.30)
z€E
che, per m — 400, tende a 0. O

Proposizione 1.4.11. Sia f : E — R misurabile, allora esiste una successione
{Sm}men di funzioni semplici tali che lim,, . S$y(x) = f(x) (limite puntuale) e

5l < sma] < 1f- (1.31)

Dimostrazione. Definiamo la parte positiva di f:

f+ = max{f(a:), O}a (132>
misurabile per la (1.18), e la parte negativa di f:
f— = max{—f(:v), 0}7 (133)

anch’essa misurabile per la (1.18). Si ha f = f; — f_. Per la Proposizione 1.4.9,

i . . .. 2 .
esistono due successioni di funzioni semplici s e 37(71), tali che:

s e @ 5 f (1.34)

m
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puntualmente. Introduciamo la funzione semplice differenza s, := s — s%),

allora, per costruzione, la successione s, converge ad f puntualmente. Si ha
|Sml| = 57(71) + Sg) < 8572&-1 + 35311 = |sm1l; (1.35)
cioé |s,,| ¢ monotona nondecrescente, e
1 2
sl = spks + Sk < S+ f- =], (1.36)

che completa la dimostrazione. O
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Capitolo 2

Integrale di Lebesgue

La teoria classica dellintegrazione (dovuta fra gli altri a Cauchy e Riemann), pur
fornendo uno strumento analitico molto potente, si rivela insufficiente sotto vari
punti di vista, soprattutto per quanto riguarda le condizioni di passaggio al limite
sotto il segno di integrale. In ambito matematico si é quindi avvertita la necessita
di introdurre uno strumento piu forte e maneggevole. Il passo fondamentale in
questo senso é stato fatto da Lebesgue che, a partire dai primissimi anni del 1900,
ha introdotto una nuova nozione di integrale. La teoria dell’integrale di Lebesgue
ha conosciuto uno sviluppo velocissimo con il contributo di vari studiosi che, in
breve tempo, hanno realizzato uno strumento versatile, il quale ha permesso di
aprire nuove frontiere nella ricerca matematica. Inoltre, la nozione di integrale di
Lebesgue si estende ad una classe di funzioni pitl grande della classe di Riemann.
L’esempio classico, in questo senso é rappresentato dalla funzione di Dirichlet

X[0,1]nQ*

1 sexe@Q
X0 () = { 0 sexzé¢Q

che non & Riemann integrabile, ma, come vedremo in seguito, ¢ Lebesgue inte-
grabile.

2.1 Definizioni e proprieta dell’integrale

Definizione 2.1.1. Sia s una funzione semplice e non negativa, ovvero

N
S = E ORXE,
k=1

dove:

1. akZO
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2. E insiemi misurabili di R™

3. E;Ex =0, se j # k.

N
Posto E = |J Ey, si definisce integrale di Lebesgue di s la quantita
k=1

N
/ sdp = Z o fi(Ey),
E k=1
con pu(Ey) misura di Lebesgque di E.

L’integrale di Lebesgue di s potra quindi essere una quantita reale non nega-
tiva, oppure +o0.

Definizione 2.1.2. Una funzione s semplice e non negativa si dice Lebesgue-

integrabile, se risulta:
/ sdp < +00.
E

Di conseguenza, se I/ é un insieme misurabile,

/EXEdM = pu(E),

quindi x g ¢ integrabile se e solo se u(E) < oo. Si pud provare, usando l'additivita
della misura p, che

Proposizione 2.1.3. L’integrale di Lebesque di funzioni s semplici e non nega-
tive non dipende dalla partizione su cui ¢ definita s.

Definizione 2.1.4. Sia f una funzione misurabile e non negativa definita su di
un insieme E C R"™, defintamo ['integrale di Lebesque di f:

/fdu = sup{/ sdu, s semplice, 0<s< f}. (2.1)
E E

Se fE fdu < 400, f si dice integrabile secondo Lebesque e il valore dell’integrale
¢ dato da (2.1).

Lemma 2.1.5. L’integrale di Lebesque di funzioni non negative gode delle pro-
prieta di:

1. Additivita: se E = Ey U Ey, con By N Ey = 0, insiemi misurabili, allora
data f integrabile su F,

/fdu= fap+ [t
E Eq FEo
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2. Linearita: se f e g sono funzioni integrabili e a,b > 0, allora af + bg &

integrabile e:
/(af—l—bg)du:a /fd,u+b/gdu.

3. Monotonia: se 0 < f < g, allora:

[tans [gan

Introduciamo ora l'integrale per le funzioni con segno.

Se f & una funzione misurabile, allora possiamo scrivere:
f=r—=r
dove parte positiva f* e parte negativa f~ sono definite in (1.32) e (1.33).

Definizione 2.1.6. Data f funzione misurabile su E C R", se f* e [~ sono
funzioni Lebesque-integrabili, allora si definisce lintegrale di Lebesque di f la

quantita:
[tan= [ rran= [ an

Osserviamo che |f| = fT 4 f~, inoltre:
Proposizione 2.1.7. f ¢ integrabile < |f| ¢é integrabile.
Dimostrazione. Supponiamo [ integrabile. Poiché:

[fl=f"+f

per la linearita dell’integrale,

[istan= [ rrans [1an <+

Viceversa, poiché f*, f~ <|f], per la monotonia dell'integrale risulta,

/f*du,/fdu < /If\du < 00,

da cui la tesi. O

L’integrale si estende poi a funzioni a valori in C nel modo seguente.
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Definizione 2.1.8. Sia f : E C R™ — C misurabile, dove f = Re(f) + i Im(f)
con Re(f),Im(f) : E — R, allora f é Lebesgue-integrabile se lo sono Re(f) e

Im(f) e si pone
[ tani= [Re(nyau-+i [ 1m(p)dn

Lemma 2.1.9. Lntegrale di Lebesgue gode delle proprieta di:
1. Additwita: se E = E; U E,, con E1 N Ey = 0, insiemi misurabili, allora,
data f integrabile su F,
[ rau= | raus [ san
E EL Es

2. Linearita: se f e g sono funzioni integrabili e a,b € C, allora af + bg &
integrabile e:

/(af—irbg)dp:a/fd,u—l—b/gdu.

3. Monotonia: se 0 < |f| < g e g integrabile, allora f é integrabile e

/fdug/gdu.
'/fdu’ < [171dn

Definizione 2.1.10. Si dice che una proposizione p(x) é vera q.o. (quasi ovunque)
se p({z : p(x)eé falsa}) = 0.

Proprieta 2.1.11. Sia f misurabile su E e f >0, allora,

4. Assoluta continuita:

i) se [ & integrabile = f(x) < 400 g.o.
i) [fz)de=0= f=0 go.
Dimostrazione. i) Preso k € N, sia
E,.={recE: flx)>k}=f1(k +0)).
Quindi Ej & misurabile e F; C Fj. Inoltre
Ew =M By ={z: f(z) = +o0}.
Osserviamo che

) < [ xofdn < [ fdu< oo, VEEN,
E E
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da cui limy_,« p(Fx) = 0,e, per la continuita della misura per successioni decres-
centi, segue che, u(Ey) = 0.

i1) La dimostrazione ¢ simile al passo precedente. Per k& € N, k > 0, si
definisce

sz{er:f(w)Z%},

e F, C Fyi1. Sia F' = UpFy, = {z : f(z) > 0}. Osserviamo che

1
) < / Xr fdp < / fdp=0, VkeNy,
E E

quindi p(Fy) = 0 per ogni k > 0 e u(F) = limy_, o u(Fy) = 0. O
Inoltre si hanno le seguenti:
Proprieta 2.1.12. Date f, g, allora:

i) se |f| < g e g integrabile, allora f ¢ integrabile e [ |f| < [g.

W) | [ 1< ISl

Proprieta 2.1.13. Se f € R([ay,b1| X+ - -X[an, by]), allora f & Lebesgue-integrabile.

Dunque l'integrale di Lebesgue estende 'integrale di Riemann.

2.2 Passaggio al limite sotto il segno

Sia f,, una successione di f misurabile e positiva tale che f,,(z) converga puntual-
mente ad f(z), ci chiediamo se & vero che:

dm @2 [ .

Il seguente esempio mostra che non ¢ sempre vero:

Esempio 2.2.1.
n 0<r<?i
o) ={ z

0 altrove
St ha che: )
/fn dr=n-—=1
n
+ 1 :
Inoltre, comunque fissato v € R™, Ing / — < z. Da cui:
o
li =
Jim fu(z) =0

19



Allora:
02/0d37< hr_{l /fndl'—l
Tale disuguaglianza vale in generale, come mostra il seguente risultato.

Lemma 2.2.2 (Fatou). Sia {f,}nen una successione di funzioni misurabili def-
wnite su un sottoinsieme E di R™, non negative q.o., allora:

/ lim inf f,dp < hm 1nf/fndu

n—-+o0o

Teorema 2.2.3 (Teorema della convergenza dominata). Sia {f,}nen una suc-
cesstone di funzioni misurabili con lim, ., f, = f q.0. e supponiamo che esista
g > 0 integrabile, tale che |f,| < g q.0., allora:

i) fu, [ sono integrabili e [ fdp =lim, ..o [ frdp.

i) Si ha (convergenza in media) lim, .o [ |f — fuldp = 0.

Dimostrazione. i)  Poiché |f,| < g e g é integrabile, per la monotonia dell’inte-

grale:
/!fn\du < /gdu < 400

e percio | f,| € integrabile, quindi f,, ¢ integrabile. Inoltre, |f,| — |f|, infatti:

[1fal@)] = 1 @)]| <

x)‘ — 0 q.o.

Poiché |f.(z)| < g(x) V¥n q.o., passando al limite,
|f(@)] = lim [fu(z)| < g(z),

n—-4o0o

da cui f é integrabile. Dalle ipotesi abbiamo che —g < f,, < g, Vn e q.0.; in
particolare:

_g S f’ru
n<g.

Dalla (2.2) otteniamo che f, + g > 0 q.o.; per il lemma di Fatou:

/lim(fn + g) < liminf /(fn +9)

poiché f, & convergente (lim = liminf = limsup). Quindi:

[+ [o < jimut [1+ [y
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da cui

/f < ngrfooinf/fn. (2.4)

Analogamente, dalla (2.3), otteniamo che g — f,, > 0 q.o.; per il lemma di Fatou:

/lim(g —fa) < liminf/(g — fn)

o fr=]s-man s
/

f
Mettendo insieme la (2.4) e la (2.5) si ha

f < liminf [ f, < limsup [ f, < /
/ / fr <]
Jr=m [

i) |f = ful <|f|+ |fal < 2g. Allora per quanto visto in i),

i [1r =gl = [ =gl =0

poiché per ipotesi, abbiamo che |f — f,,| — 0 puntualmente q.o., per n — +oo.
Questo completa la dimostrazione. O

da cui

Percio,

> lim sup/fn. (2.5)

n—-4o0o

da cui si ha

Teorema 2.2.4 (Teorema della convergenza monotona). Siano {f,}nen una
successione di funzioni misurabili non negative tali che fn(x) < fuoi1(z) q.o..

Allora:
[ i gt = [ g

Dimostrazione. Sia f = lim,_, 1o fn q.0. (pud anche essere F(x) = +o00. Per il
Lemma di Fatou:

perche le due successioni sono monotone non decrescenti e quindi ammettono
limite (finito o infinito). Poiché f,, < f q.o., per la monotonia dell’integrale:

/fng/f Vn € N.
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Percio:

dw fhos [

confrontando con la (2.2), si ottiene
= li n-
Jr=m [

Corollario 2.2.5. Sia {ay}r, ax > 0 q.o., ap misurabili, allora:

n
Dimostrazione. Si consideri la successione delle ridotte f,(z) = Zak(x), si ha

k=1
fn>0q.0. e f, < for1 q.0.. Per il teorema della convergenza monotona:

[ b g =t [ 1.

o) n
/E ap = lim /E ay
n—-+00
k=1 k=1

Allora,

e per linearita
n o
lim E /ak:E /ak,
n—-+o00
k=1 k=1
da cui la tesi. ]

Esempio 2.2.6. Calcolare l'integrale della Gaussiana fR” eV’ dy. Pern = 2,

cony = (y17 ?/2); si ha:
eV — o~ (Witud)

Ricordando che le coordinate polari assumono la forma:

yp = pcosf
Yp = psinf

Si ha dunque:

e 2m 400 2 1 2m 400 2
eV dy= e " pdpdd = —= —2e " pdpdf = .
R2 o Jo 2Jo Jo
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Ora,

/ e~ Wityd) dyy dys = / e Vie V3 dy, dy, = (/ e Vi dy1> (/ e V3 dy2> =,
R2 R2 R R
da cui
/ eV dy = /7 = n'/%.
R

Lo stesso ragionamento vale per il caso n-dimensionale:

/ 6—(y?+--~+y%) dyr ...dy, = (/ e—y2 dy) — /2
n R

Esempio 2.2.7. La successione f,(r) = n|z|e ™! non soddisfa le ipotesi del
teorema della convergenza monotona, ma soddisfa invece quelle del teorema della
convergenza dominata. Infatti, f,(z) — 0 e

1 se|r] <1
lz|e 1l se x| > 1

fa(2)] < 9(2) = {

ovunque e g & integrabile. Applicando il teorema di Lebesque otteniamo che:

/n lz| e~ "ol dz — 0.

22
Esempio 2.2.8. La successione f,(x) = e~ » soddisfa le ipotesi del teorema della

convergenza monotona. Infatti, f,(x) < foi1(z), Ve € R e f,(x) >0, allora

lim [ fu.(z)dx = / ldr = +o00
R R

n—oo

Esempio 2.2.9. Mostriamo un esempio in cui non vale la proprieta di passaggio
al limite sotto il segno. Si consideri la successione f,(v) = e~@=m* Tule succes-
sione non soddisfa le ipotesi dei teoremi di convergenza monotona e dominata.
Si ha lim,_,« fo(x) = 0 e Uinvarianza per trasaalzioni della misura di Lebesgue

da
/fn(x)d:v:/exzd:vzwlﬂ.
R R
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Capitolo 3

Gli spazi LP

3.1 Prime definizioni

Definizione 3.1.1. Dato (X, M, m) uno spazio di misura. Diciamo che una
proposizione P(x) é vera q.o. (quasi ovunque) se

m({x € X : P(z) é falsa}) = 0.
In esso definiamo la sequente relazione di equivalenza:
f~9e f=9.,q02eX.

Ora prendendo 1 < p < oo defintamo lo spazio quoziente:
LP(X) = {f X — Cmisumbilietaliche/ |fPdm < oo} [ ~.
X

Pertanto lo spazio LP(X) cosi definito non sara uno spazio di funzioni bensi
uno spazio di classi di equivalenza di funzioni. Due funzioni definiscono lo stesso
elemento se 'insieme su cui differiscono ha misura nulla.

e Se 1 < p < oo, allora poniamo

151, = ( [ 1rpam)™

e Se p = 0o, poniamo
[fllee = esssupx[f ()]

con 'estremo superiore essenziale definito nel modo seguente

Definizione 3.1.2. essupx|f(z)| =inf{a > 0:m ({z/|f(z)| > a}) =0}
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che é pertanto, come dice il nome stesso, essenzialmente ’estremo superiore
della funzione a meno di insiemi di misura nulla. Si vede facilmente che la
definizione 1.2 é equivalente a

inf{a >0:|f(z)] <aq.o0}.
Definiremo dunque:

L¥(X)={f: X — C/esssupx|f(x)| < oco}.

Esempio 3.1.3. Considero la f definita nel sequente modo:

e sexreR—{-5,3}
flz)y=4¢ 5 se x = =5
oo  sex =23

la cui rappresentazione grafica é:

In questo caso, X = R e m = pu, misura di Lebesque su R. Per tale f
risultera pertanto: sup,cg |f(z)| = co. Questa non ¢é la ||f|l~, in questo caso
avremo infatti || f|loo = 1.

Definiamo ora un’altra norma, strettamente legata alla precedente:

Definizione 3.1.4. Si dice norma uniforme di f
1fllv = sup | f(z)].
rzeX

Osservazione 3.1. Dalle definizioni segue che:

1 flloe < £l

Se la f é continua, pero, esse coincidono cioé vale la seguente
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propo 3.1. Sia (X, M, m) uno spazio di misura. Se f é continua risulta || || =

1fll-

Dimostrazione. Si ha

{z:|f(@)]>a} = {z:f(2) <—ajU{z: f(z)>a}
fH (=00, —a) U fH(a, 00).
L’insieme, essendo unione di aperti, ¢ aperto. Ora un aperto U di X, diver-

so dall’insieme vuoto, ha sempre misura positiva. Infatti preso z € U,de >
0 tale che B(x,e) C U, e m(B(x,€)) > 0. Per cui, in questo caso,

m({z : |f(z)] > a}) =0 {z:[f(z)| > a} =0,
quindi la norma infinito coincide con quella uniforme. n

Osservazione 3.2. e ||fn— fllu = 0« f, converge ad f uniformemente.

o ||fn — flloo — 0 & f, converge ad f uniformemente su A C X, con A
insieme misurabile e tale che m(X \ A) = 0. Questo ci dice dunque che
gli insiemi di misura nulla non danno contributo nemmeno in termini di
convergenza.

Esempio 3.1.5. Consideriamo il caso particolare in cui X = N, M = P(N) ed
m sia la misura che conta i punti.

Preso E C N = m(E) = $E (osserviamo quindi che ['unico insieme di misura
nulla ¢ 0) mentre le f : N — C sono le successioni a = (ay),. Allora in questo
caso particolare, per 1 < p < 0o avremo

LX) = IP(X) = {(an)n/ > lanl? < OO}

dove
> 1/p
lalle = (D lal?)
=1

¢ una norma. Se invece p = oo allora si definisce

l|al|jc = sup |ay|.
neN

Esempio 3.1.6. Il sequente esempio chiarisce la differenza tra norma infinito e
norma uniforme nel caso di funzioni discontinue. Sia X =R e m = u, la misura
di Lebesque su R. Data la funzione

x):{ sin(z) sex # km, k€ Z

A k sex =km kel

la cui rappresentazione grafica é la sequente:
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-15, 67 -Q.UB 3,14 .0 S.VZS 9,\/57 15,71

risulta
[ fllo = sup |f(z)] = o0
FASIN

mentre

[ flloo = esssuprer|f ()] =1
dato che p(km/k € Z) = 0, per cui ¢ valori f(x) = k ottenuti sono trascurabili.
Risulta quinda:

1flloe 7 £l

3.2 Proprieta degli spazi L

D’ora in avanti, restringiamo la nostra attenzione al caso X C R" e m = pu,
misura di Lebesgue su R™. Per semplicita poniamo LP = LP(X), du = dzx.

Proposizione 3.2.1. Sia 1 < p < oco. LP ¢ uno spazio vettoriale.

Dimostrazione. Sappiamo che LP C L, spazio vettoriale delle funzioni misura-
bili; per cui sara sufficiente mostrare che LP & sottospazio vettoriale utilizzando
il criterio per i sottospazi, ovvero mostrando che una combinazione lineare di
elementi di L” é ancora un elemento di LP. Per semplicita mostriamo solo che
L? & chiuso rispetto alla somma infatti, se f € LP, si verifica immediatamente
che \f € LP Y\ € C (usando 'omogeneita del sup nel caso p = oo e la linearita
dell’integrale nel caso 1 < p < o0). La domanda che ci stiamo ponendo é dunque:

Vf,ge LY = f+ge LP?
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Caso p = 00. Si ha
I(f +9)(@)] < |f(@)| + [g(x)], Vo € X.

Il nostro obiettivo ¢ dimostrare che ||f + g|loo < c0. Si ha

[ flloo = Sup 1f(2)], con (X \ A) =0

9lloc = sup lg(x)|, conu(X \ B) = 0.

Posto E=ANBsiha (X\A)UX\B)=X\(ANB)=X\FeuX\F)<
w(X \ A) + pu(X \ B) =0 Per cui avremo:

1f+ 9l = Slelg|f($)+g($)l
21615(|f(1‘)| + |g(=)])
sup | f(z)| + sup [g()|
zeE zeF

sup | f(x)| + sup [g(z)|
z€A z€B

INIA

IN

= esssupzea|f(x)| + essupzeplg(z)]
= | flloo + llglloo < o0, (3.1)

perche, per ipotesi, f,g € L.
Caso 1 <p<oo. Ve X, siha

(1£@) + 9@ < (@) + lata))?
< (2map(s@ o))

— 2 (a0l lo) )
27 ([f (@) + lg(2)]") -

Per la monotonia dell’integrale di Lebesgue,

IN

£+l = [ 1@+ gl)Pda
< [ 20@p+lo@P)is
= o ([ 1w+ [ lowpas)

= 27 (|11 + llgll})

che, essendo la somma di due quantita finite moltiplicate per una costante, é
finita. ]
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Un’altra proprieta degli spazi L” ¢ legata alla seguente

Definizione 3.2.2. Sia X wuno spazio vettoriale su C. Si dice norma una
funzione || - || : X — R tale che Va,y € X, VX € C:

1. ||z]| =0 2=0
2. [|\z|| = |M||z|| (proprieta di omogeneita)
3. e+ vyl < =l + ||yl (disuguaglianza di Minkowski)
In particolare uno spazio vettoriale si dice normato se ¢ dotato di una norma.

Ci domandiamo ora se lo spazio vettoriale LP sia normato. La risposta ¢
affermativa ma, per poterlo dimostrare, sono necessarie alcune proprieta.

Proposizione 3.2.3 (Disuguaglianza di Hoélder). Dato 1 < p < oo sia p’
il suo esponente coniugato, cioe tale che % +z% = 1. Allora, se f € LPe g €

L* si ha fg € L', con
1fglle < [ f1lpllglly- (3.2)

Osservazione 3.3. Anche l'indice p’ verifica 1 < p’ < 0o e, in particolare:
ep=1=p =00
ep=c0=p =1
ep=2=p =2

Dimostrazione. Caso p= o0 e p’ =1 (o viceversa).

Se [flle =0=|fllu=0go0.= f=0qo0. = fg=0qo0 = [(|fg|=0=
| fglli = 0 mentre || f|||/g]l1 = 0 per cui la disuguaglianza cercata ¢ soddisfatta
con il segno di uguale.

Se || fllo > 0, dato che | f(z)] < ||fl|o g-0., si ha:

Ifalh = /X 1 (@)g(a)|dx
- /X F@)lg()ldx
< /X 1l [9(2)|de

_ . d
T /X l9(2)|dz
= £ llollgl

Caso 1 < p < o0.
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Se [[fl, = 0= [(Iff = 0= |fF =0qgo = f=0qo = fg=
0 g.o. = ||fgll1 = 0 per cui, ancora una volta, la disuguaglianza si trasforma
in uguaglianza. Caso analogo se | g,y = 0.

Sia ora || f]|, > 0 e ||g|ly > 0. Da

l<p<o

passiamo al reciproco, ottenendo

1
0<-<1.
p

Poniamo % = A. Abbiamo bisogno della seguente disuguaglianza numerica
Lemma 3.2.4. Sia A € (0,1). Allora, Va,b € RT risulta:
A < Aa+ (1 -\ (3.3)

Dimostrazione. Se b=0=0< \a e la (3.3) ¢ vera.
Se b # 0, dividiamo ambo i membri per b e otteniamo:
a*bt=* < Aa+ (1= A)b
b~ b

cioé a
a*b™ < AT (1—X)
OVVvVero

a\ A a
- <A-+(1-=-2A
(5) =agra-»
Ora, posto ¢ = ¢ > 0 e definita ¢(t) = t* — At vogliamo dimostrare che ¢(t) <

1—A. Siha

F() = ML\ = A(L - 1) - A(l_—tH)

1= =X
Pty =0 < 1—t""*=0
& =1
& t=1.
Sostituendo si ricava che ¢(1) = 1 — A. Vediamo che si tratta di un massimo.
Infatti,
Pt)>0 & 1—-t">0
& <l
& t<1.
Per cui la ¢ cresce in [0, 1], ovvero ¢(t) < ¢(1) =1 — . O
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Applicando il lemma precedente a

() - (5

[f@)l]g(x)] _ L (\f(x)|>p<+_1_(|g(x)l)p ‘
1flle gl = 2 Xl P\ llglly
A questo punto, integrando ambo i membri su R”, applicando le proprieta di

monotonia e di linearitd otteniamo:

si ottiene

e [ @l < 2o Lo
da cui
[ @ lawlds < 11l
OvVVvero

1 glly < [lfllpllgll < oo,

poiché, per ipotesi, f € L? e ¢ € L”. Questo ci dice che la moltiplicazione
puntuale - : L x L?" — L' ¢ una applicazione continua. O

Proposizione 3.2.5 (Disuguaglianza di Minkowski). Se f,g € LP risulta
f+gelPle
1f +gllp < [ £l + llgllp- (3.4)

Dimostrazione. Caso 1 < p < oo. Utilizzando, nell’ordine, il fatto che |f + g| <
|f] + lg| (cioé la disuuaglianza di Minkowski per il modulo), la monotonia e la
linearita dell’integrale e la disuguaglianza di Holder appena dimostrata, abbiamo:

/ 4 gPde = / F4gllf + gl de
X X
< / FIf + gPde + / gl1f + gIPde
X X

(/mem>;<éxﬁ+ﬁflﬁfam) .
’ (/x ‘g‘pdx); (/X (If +g”")" da:) (3.5)

= % =p = #, quindi

e

IN

Y e

dove%zl—

SR

p—1

1/p >
(/Wf+gwlw¢0 = </Wf+m@*%5m9
X X

= [If+alp™



Sostituendo quest’ultima osservazione nella (3.5) abbiamo:

If+ 9l = /X |+ glPde < \[fIIF + gl + gl f + gllp "

da cui, dividendo ambo i membri per || f 4 g[|?~", si ottiene (3.4).
Se p = 1, usiamo la disuguaglianza di Minkowski per il modulo

1f +9l(z) < [f (@) + [g(2)].

Integriamo e, sfruttando la linearita dell’integrale, otteniamo

I gl = /X|<f+g><x>|dx

< [ 1@z [ ot

= Al + gl
Se p = o0, la disuguaglianza é gia stata dimostrata nella (3.1).
[

Siamo ora in grado di enunciare e dimostrare la seguente
Proposizione 3.2.6. (L7, || - ||,) é uno spazio vettoriale normato.
Dimostrazione. Si tratta di vedere se la || - ||, verifica le tre condizioni della
definizione di norma.

L |fll,=0« f=0gq.0 < f=0in LP.

2. Essendo | - | una norma, risulta |Af(z)| = |A||f(x)|. Se p < oo integrando

ambo i membri elevati alla p-esima potenza su X e applicando la linearita
dell’integrale si ha:

[ wi@rds= [ pris@rae=p [ 15@pds
X X X
da cui, estraendo la radice p-esima risulta:

IAfllp = ALl
Se invece p = oo la proprieta diventa ovvia per 'omogeneita del sup.
3. La disuguaglianza di Minkowski ¢ stata dimostrata nella Proposizione 1.4.
O

Vediamo infine la generalizzazione della disuguaglianza di Holder.
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Proposizione 3.2.7 (Disuguaglianza di Hoélder generalizzata). Siano 1 <
pj <oo,j=1,...,n, tali che

1 1 1
— 44 —=-<1
y4 Pn r

Se fie LPi Nj=1,...,n, alora [[}_, fi € L" e

ITLAille < T s (3.6)
j=1 j=1

Dimostrazione. Per n = 2, considero f; € LP* e fy € LP? con

1 1 1

—+—=-<1

pr P2 T
Moltiplicando ambo i membri per r si ottiene

T T
— 4 — =1,
y4! D2

relazione del tipo i + 5 =1, il che ci permette di applicare la disuguaglianza di

Holder, con esponenti p = 2 e p/ = £ alle funzioni |f1|" € L% e |fo]” e L.
Otteniamo

AR e < WAl e 2] ) 22 (3.7)

bt = ([ 150%) " = sl
et = ( [150% )7 = Ul

Sostituendo nella (3.7) abbiamo
I fifallr < [[fall5, 1 f211,

da cui, estraendo la radice r-esima, si ottiene la tesi.

Per n > 2, la dimostrazione si fa per induzione. Sappiamo che la tesi é vera nel
caso n = 2; pertanto supponiamo vera la relazione per n—1 fattori e dimostriamo
che vale per n fattori f; € LPi,j =1,...,n, tali che pil—l—---+]ﬁ+pln =1<1
Posto

Ma

e analogamente

1 1 1
p h Pn—1
e usando l'ipotesi induttiva, si ottiene

n—1 n—1
H H fJ'Hp < H Hfijj'
j=1 i=1
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Posto f = H;:ll fj, applichiamo il caso n = 2 ad f € L” ed f, € Lﬁ, con
% + pin = %, e otteniamo

Lf fullr < WAl fallpn

Infine, sostituendo il valore di f, si ottiene la tesi:

n n
ITT £l < Tl -
j=1 j=1
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Capitolo 4

Completezza degli spazi L”

Definizione 4.0.8. Sia X uno spazio vettoriale. Un’applicazione d : X x X —
R, si dice distanza in X, se e solo se ¥V x,y,z € X  sono soddisfatte le
sequenti tre proprieta:

1 dz,y) =0 2=y
2. d(z,y) =d(y,x) (simmetria)
3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (disuguaglianza triangolare).

La coppia (X, d) ¢ detta spazio metrico. Uno spazio normato (X, | - ||x) € un
caso particolare di spazio metrico con la distanza naturale: d(z,y) = || x — vy || x-
In particolare, gli spazi LP sono spazi normati (e quindi spazi metrici).

In uno spazio normato si ha quindi una topologia avente come base di aperti le

palle aperte :
BO,r)y={zxe X : | z|x<r}

e le traslate
per he X B(h,r)=h+B0,r)={ze X : ||z —h|x<r}
Definizione 4.0.9. {z,} ¢ una successione di Cauchy in X se:
Ve>0, IveN: Vmn>v ||z, —x, ||x<e

Definizione 4.0.10. Uno spazio metrico (X,d) si dice completo se ogni sua
successione di Cauchy é convergente in X.

Definizione 4.0.11. Sia (X,| - ||x) uno spazio normato. Se & completo si dice
spazio di Banach.

Dimostreremo che (L. - ||,), 1 < p < oo, ¢ di Banach.
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Definizione 4.0.12. Sia (X, | - ||x) uno spazio normato.

Una serie Y x,, con x, € X, si dice convergente a x € X, se la successione
. N .

delle ridotte Y ", x, converge a x € X, ossia:

N
lim || Y @, —x[Ix=0.
n=1

N—+400

In tal caso si pone x =Y " | y.

Definizione 4.0.13. Una serie ) x,, con x, € X, si dice assolutamente
convergente se ¢ convergente la serie delle norme, ossia se

oo
> @ llx< oo
n=1

Un criterio per verificare la completezza di uno spazio normato € il seguente.

Teorema 4.0.14. Sia (X, || - ||x) uno spazio normato.
Allora X ¢ di Banach se e solo se ogni serie assolutamente convergente €& con-
vergente in X.

Dimostrazione.

Sia Y x,, con x,, € X, una serie assolutamente convergente e quindi

2 e || @ [[< 00,

Tesi: > x, converge ad un certo x € X.

Sia Sy = Zf:f:l x, la ridotta N-sima della serie, proviamo che la successione delle
ridotte {Sx} ¢ di Cauchy. Ovvero, dobbiamo provare che:

Ve>0 dv>0/YVN>M>v || Sy—Sul|<e

Si ha, applicando la disuguaglianza di Minkowski,

N N N M
ISy =Su =l Do I Do Nanll=d lanll =D leall<e
n=M+1 n=M+1 n=1 n=1

VN > M > v, poich¢, per ipotesi, la serie delle norme Y || x,, || &€ convergente
in R e quindi & una succesione di Cauchy. Pertanto, per la completezza di X,

Sia {x, } una successione di Cauchy in X, proviamo che é convergente
in X.
V7 € N, prendiamo ¢ = 277 e quindi

In; >0/YVmn>n; | @, —z,||<27.
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Possiamo sempre costruirci gli n; tali che ny < np < ... < ny; < njp < ...
Poniamo

i = Tny
y2 = x’nz - xnl
Yi = Tn; = Tny_y-

Consideriamo la serie telescopica Z;’il y;. La ridotta k-esima della serie ¢

k

Zyj = Tp, + (l‘m - xm) +.F (xnk - xnkﬂ) = Tny,-
j=1

Quindi la successione delle ridotte della serie ) y; ¢ una sottosuccessione di
Cauchy della successione di Cauchy di partenza {x,}. La serie ) y; & assoluta-
mente convergente, infatti:

o0 [e.9] o0 1
Dy =l o 11+ @, = gy F < 4+ 55 < oo,
j=1 j=2 j=2

: . . . 1
poiché n; > n;_; e, per ipotesi, Ym,n > n; si ha || z,, — 2, , [|< 1 Allora,
per ipotesi, la serie converge semplicemente

iyj—MUGX.

j=1
Ossia

k
i 1300 = o ll= lim =2 =0
j:

e quindi la sottosuccessione {z,, } ¢ convergente a x € X.

Sappiamo che, se da una successione di Cauchy {z,} estraiamo una sotto-
successione {z,, } convergente, allora anche la succesione di Cauchy di partenza
converge allo stesso elemento, ovvero {z,} — = € X e quindi X ¢é di Banach.
O

Usiamo il criterio precedente per provare la completezza degli spazi LP.
Teorema 4.0.15. (L?,| - [|,), 1 < p < o0, ¢ di Banach.

Dimostrazione.

Casol§p<oo.‘
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. . oo _

Sia ) f, una serie assolutamente convergente <= > >~ || f. |l,= ¢, < o0,
proviamo che la serie Y f,, converge in norma LP, allora, per il Teorema 1, LP &
uno spazio di Banach.

Sia .

facciamo vedere che g(x) é finita quasi ovunque. Consideriamo la ridotta N-esima

= fal@)

Osserviamo che la successione delle ridotte ¢ monotona crescente gy (x) < gn1(2)
q.0., e quindi g} (z) < gR.,(x) q.0. Proviamo che g € L?. Si ha

Loty = [lor= [Cim ax@yr = [ Jim vy = in_[oxr =

N—o0 N—oo

N p
= im HZ\fn I < Jim (Z I £ Hp> =<nggo ST Hp> -
n=1

- (Z | f. Hp) -

Dove si ¢ usato il Teorema di convergenza monotona, applicato alla successione
{g% (z)} monotona crescente q.o. e la disuguaglianza di Minkowski.

Poiche g € L?, g(x) ¢ finita q.0. e quindi, Y -, f.(z) ¢ assolutamente convergente
q.0. e, dunque, & convergente q.o. Poniamo f(z) = """ f.(x) q.0. Osserviamo
che

<Z\fn )| = g(),

e quindi f € LP, in quanto

J1s@pr < [oar =gl < o

Dimostriamo ora la convergenza in norma LP.

z) s( )| + | f(x ) (Zm )+ I£( )\)

< (9(x) + g(z))" < (29(x))" = 2Pg(z)" q.o. z.
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Poiche ¢ ¢ integrabile, possiamo applicare il Teorema di convergenza dominata
e passare il limite sotto il segno di integrale:

N N P
dm [ f— I = lim [ fule) - fla)] do=
n=1 n;l )
— /]\;Lmoo ;fn(x) — f(z)| dx =0,

Quindi ) f,, converge in norma L? ad f € LP.

’Casop:oo.‘

Proviamo che ogni successione di Cauchy in L & convergente in L. Sia {f,}
una successione di Cauchy in L*>°, ovvero,

Ve>03dv.>0:Vn,m > v, || fo— [ [lo< €

Inoltre ‘fn($) — fm('x)‘ < ” fn - fm Hoo Va ¢ An,m con /'L(An,m> = 0.

Sia
A=JAum.

Allora, per la subadditivita della misura,

Quindi,
Ved A e Vn,m>ve, |ful@)— fu(@)] < fo— finlleo <e (4.1)
Allora, Vx ¢ A, {fn.(z)} & di Cauchy in C, che ¢ completo = f,(x) — f(x)

puntualmente. Poniamo

f(z) = lim f,(z), Vx € A.

n—oo

Dimostriamo ora che la successione {f,,} converge a f uniformemente sul com-
plementare di A. Passando al limite in (4.1),

Jim 1£,(2) = fu(o)] = [fal@) = @] e, Vo ¢ 4,

passando al sup,

sup | fu(z) — f(z)| <€, Vn > v,
¢ A
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Quindi f é il limite uniforme della {f,}. Per ipotesi f, € L, dunque f € L*>
al di fuori di A (poiché il limite uniforme di una successione di funzioni limitate
¢ limitato). Inoltre,

o= Flloe < suplfaz) = f(z)] <€ V> v (4.2)

z¢

Poiche la (4.2) vale Ve > 0, cio equivale a dire che
tim | fo = f om0
e cioé che {f,} converge a f in norma L. O

Osservazioni. In virtu dei Teoremi 1 e 2, abbiamo:

1. Ogni serie > >° | f, assolutamente convergente in LP, converge puntual-
mente q.o.

2. Ogni successione di Cauchy {f,,} in L” ammette una sottosuccessione { f,,, }
convergente puntualmente q.o.
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Proposizione 4.0.16. Se 1 <p < g <r < o0, allora
Ltc P+ L",
owero¥Vf € LY JgeLP, hel” | f=g+h.

Dimostrazione. Sia E ={xz / |f(x)| > 1}, dove f € L.
E ¢ misurabile, poiche:

E = fﬁl(_ooa _1) U f71(17 _'_OO)
e f71(—o0,—1) e f71(1,400) sono due insiemi misurabili, in quanto controim-

magini, mediante una funzione misurabile f, di due aperti. Possiamo quindi
scrivere f come

f(x) = f(@)xe + f(x)xpe = g(x) + h(z),

dove per E¢ intendiamo il complementare di . Occorre solo piu verificare che
gelPehel.
Per x € E, |f(z)| > 1 e, poiché p < g, si ha:

l9(@)[" = [f(@)["xe < [f(2)"xe < |f(2)]".

Passando agli integrali e ricordando che f € L9,

J1or< i<
quindi g € LP.

Per x € E°, |f(x)| < 1 e, siccome ¢ < r, otteniamo:

()" = 1f (@) xee < |f(@)]"xze < |f(2)]"

Passando agli integrali e ricordando che f € L9,

[ < [1ar<oc,

quindi h € L". O
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Proposizione 4.0.17. Sel <p < g <r < oo, allora:

LPnL" cL!
e
[P [ el (4.3)
dove X € (0,1) é definito da
1
=2 1=N=
L= 20w

Dimostrazione.

|Caso r = 00.]

Dobbiamo dimostrare che se f € LP N L*>, allora f € L9 e che vale la (4.3), dove
ci aspettiamo che A = p/q. Si ha

|19 = [P = 1F1 L1

Osserviamo che |f(z)| < f ||« q.0., dunque, elevando tutto alla ¢ — p si ha:

[f@)" < £GP ao.

e quindi
S <N 1P ao.

Passando agli integrali

[ise <isizr [1r <.

poiché per ipotesi, f € LPNL*>®. Da quest’ultima disuguaglianza possiamo quindi
gia concludere che f € L. Estraendo ora la radice g-esima:

P
q

1
170 <10 (f1)7 =g i g e

che & proprio la (4.3), dove A = p/q.
’Caso 1<r< oo.‘
Applichiamo la disuguaglianza di Holder generalizzata, prendendo:

P r
= — e ey
P1 h P2 -
e
1 1 1 1 1
- = ? + - e JE—
q by a— P1 D2
al prodotto
[FI=1F LA
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Controlliamo prima che siano verificate tutte le ipotesi.

A/p : A
11 = (/ W) _ (/ |f|”)] 171 < o0,

poiché¢ f € LP, quindi |f|* € LP*. Analogamente si dimostra che |f|'™* €

LN,
1 )\
</|f|1 ) [(/m) ] ) F I < oo,

poiche f € L". Quindi:
1 f g < L o LA epan =l £ U 1 F 1R

A

che & proprio cio che volevamo dimostrare. 0
ESERCIZIO

Dimostrare che, se 1 < p <r < oo, LPNL" é uno spazio di Banach con la
norma || fl|oner = | f llp + 1| f [l

Soluzione.

Vogliamo provare che (LP N L",|| - ||zrnr-) € uno spazio di Banach. Procedia-

mo per gradi, provando prima che L N L" é uno spazio vettoriale normato e, in
secondo luogo, che é completo.

L. (LN L, || - ||zrArr) € uno spazio normato poiche:

e [P N L" ¢é uno spazio vettoriale in quanto intersezione di due spazi
vettoriali.
e || - ||zrnLr € una norma poiche:
(a) |- llzerzr: LP N LT — [0, +00). Questo & ovvio in quanto:
felPNl” = felP N fel”
= || fllp €10,400) A || f |l € [0, +00)
= | fllerar- =1 llp + 1 f [l €10, 400).

() | f llzenrr = 0 <= f =0, infatti:

poiche || f |lzerzr = || £ llp, + || f |l» & la somma di due quantita
positive o nulle , || f ||zerrr=0 <= || fll,= 0 =|| f |, <= f=0,
essendo || - ||, e || - ||; due norme.
() N Afllzonrr = AL f lzenze, V€ LPN LT, VA € C, infatti:

I Af zense = [TAS Ml + TAS M= IALES Al + AL [l

= WUl + 1A = T lzenze,
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sempre usando il fatto che || - ||, e || - || sono due norme.
(c) Minkowski:

| f+9gllener <l fllener + 1| 9 leener Vg€ LPNLT.

Poiche || - ||, e || - || due norme in L? e L" rispettivamente, si ha:

| f+g e = N1 f+glly + I f+all

< ([ fllp+Mgll) + AN+ gl
flp+1 0D+ gl +1gllh)
| fllzears + 1 g lzonrr -

2. Dimostriamo che P N L" é completo, usando il Teorema 1.

Sia una serie assolutamente convergente in LP N L", ovvero
n )

2 fa llwvarr < 00 <= 30 | fu llzenrr= 2200 fo llp + (I fu llb) =
Q2 M o llpy +22 M o llr) <00 =20 | fully <00 A S fu llr < 00

Abbiamo quindi che ) f,, & assolutamente convergente sia in L? che in L",
i quali sono completi, allora:

N N
dm 32 fam flp=0 A Jim |30 f = f =0
n= n—=
Ma chi ci assicura che f = f’ 7 La convergenza puntuale q.o., infatti:

an(x) — f(z) €C qo.z e an(x) — f'(z) €C qo. x

e quindi, per 'unicita del limite in C, f = f’ q.0. z. Allora:

N N N
T 3 o e = Jim (Han—prJrHan—er)

N N
= lim | Zlfn—f lp + Jim | Zlfn—er
= 0.
Abbiamo cosi provato che ) f,, ¢ convergente in LP N L". O
Ricordiamo il seguente lemma:

Lemma 4.0.18. Siano 0 < A <1, a,b >0, allora vale la sequente disuguaglian-
20 NUMerica:

a*' ™ < da+ (1 — )b (4.4)
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Osservazione: Se 1 < p < g <r < 0o, la mappa di inclusione
1 IPNL" — L

é continua, infatti:

[ P (T (4.3)
< Al +@ =Nl (4.4)
< WAl + 07 =1 lzenrr -
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Capitolo 5

L? e densita in LP

5.1 Lo spazio L?

Consideriamo lo spazio LP nel caso in cui sia p = 2. La norma in L? ¢ data da

1£1l, = ( [ dx)2

con £/ C R™ misurabile. Se f : E — C appartiene ad L? viene detta quadrato
integrabile o sommabile.
Osserviamo che il quadrato della norma di f € L? &

112 = / @) de

mentre il modulo quadro della f € L? &

[f(2)* = f(z) - f(2).

Dunque il modulo quadro si puo vedere come prodotto e questo ci suggerisce
I'introduzione di un prodotto scalare:

<f,f>:/Ef<x>-mdas:/E|f<x>|2 dz = |IfII2.

Quindi: prese f,g € L? definiamo

(f.g) = /E f() - 50 d.

Proposizione 5.1.1. (-,-) & un prodotto scalare, cioé una forma sesquilineare
hermitiana definita positiva.
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Dimostrazione. Ricordiamo che una forma sesquilineare é lineare rispetto alla
prima componente (le costanti si portano fuori) e antilineare rispetto alla seconda
(le costanti si portano fuori e se ne fa il coniugato).

1. (-,-) élineare rispetto alla prima componente, infatti VA, Ao € C, VY f1, fa, 9 €
L2

(M fi+ A2 fo,9) = / (A fi+ A2 fo)g do
E
che per la linearita dell’integrale ¢ uguale a

Al-/Efl-gdxm-/Efz-ydx = A (g) e (fang).

2. (-,-) ¢ antilineare rispetto alla seconda componente, infatti VA;, Ay € C,
leJ 92, f S L2

(fidgr+ A go) = / fr(Agr+Xago) do = / f-Mgi+Xg) do
E E
che per la linearita dell’integrale ¢ uguale a

3. (,-) & hermitiana, cioe (f,g) = (g, f), infatti

W = /Eg@).mdx - /Em~f<x>dx

che per la commutativita della moltiplicazione puntuale ¢ uguale a

/Ef@c)-mdx — (.9).

Nei passaggi precedenti abbiamo potuto usare il fatto che il coniugato passa
dentro l'integrale di Lebesgue:

Ji-fs

Se infatti prendiamo A = Reh + i - Imh, per definizione di integale di

Lebesgue
/h:/Reh+i-/Imh
/ /ReEJrz'./ImE;
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ma Reh = Reh e Imh = —Im h, quindi:

/E: /Reﬁ+z‘-/lmﬁ:/Reh+z'-/(—1mh):
- /Reh_i./lmh:(/Rehﬂ-./lmh):

_ / h.
4. (-,-) & definita positiva, ossia

(f,/y>0 , (f,f)=0« f=0in L*, cio¢ f =0 q.o. .

Questo é ovvio dalla relazione

o =1f1s,

percheé Hng > 0 e, per le proprieta della norma, ||f|l, =0« f =0. O

Proposizione 5.1.2 (Cauchy-Schwartz). Prese f,g € L?, vale la disuguaglianza
(Ll < e - Mgl - (5.1)

Dimostrazione. Per definizione di (

.’.

fg|—‘/f

Per I’assoluta continuita dell’integrale

()] < / /()

Essendo ’g(aj)’ = |g(x)|, allora

ol < [ 15l =
_ /W.g)(xn de =||f - gl -

Per la disuguaglianza di Holder, con p = 2, quindi anche p’ = 2:
1 gl < AN, - Mgl s

da cui
[l < ANl - gl

ovvero la disuguaglianza (5.1). O
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Definizione 5.1.3. Uno spazio vettoriale H munito di prodotto scalare (-,-) si
dice spazio di Hilbert se ¢ completo rispetto alla norma

= ()2

Osservazione. (1) Qui ¢ stato fatto il percorso contrario: dalla [|-]|, in L* si ¢
fatto vedere che discende un prodotto scalare.
(2) Lo spazio di Hilbert ¢ un particolare spazio di Banach: & uno spazio di Banach
in cui la norma deriva da un prodotto scalare.

Proposizione 5.1.4. L? ¢ uno spazio di Hilbert.

Esempio 5.1.5. Consideriamo
L? ([-m,7]) = {f : R — C, periodiche di periodo 27},

lo spazio su cui si basa l'analist di Fourier. Questo é uno spazio di Hilbert: la
successione {e*™™*} . ¢ una base dello spazio, cioe

\v/f e 1.2 ([—71‘77'(‘]) : f _ Zan62mnw7 con a, = <f7 627rinx> ‘

neL

5.2 Densita in L?

Definizione 5.2.1. Sia (X, ||-||) uno spazio di Banach. Un sottoinsieme D C X
st dice denso in X se

VieX, VYe>0 dgeD taleche |f—glly<e,

cioé ogni elemento di X puo essere approssimato bene quanto vogliamo da un
elemento di D.

Si ha che
E”'HX — X

Infatti D C X, dunque D C X, ma X = X perché X ¢ di Banach, quindi
¢ un chiuso e dunque D C X. In pit X C D perché ogni elemento di X lo
approssimiamo bene quanto vogliamo con un elemento di D : presa f € X, Vn
esiste g, € D tale che

1
ovvero,

f= lim g, €D.

n—-+4oo
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Proposizione 5.2.2. Sia 1 <p < oo, X = Ufj:l Ey, By, misurabile Vk, Ep,NE; =
0. Allora linsieme

N
{s funzione semplice, s = Z apXm,, WEy) < oo, oy # 0} (5.2)
k=1

¢ denso in LP.
Se p = o0, l'insieme

k=1

N
{s funzione semplice, s = Z OékXEk} (5.3)

¢ denso in L*°.

Dimostrazione. Trattiamo il caso p < oo. Consiederiamo 'insieme (5.2) e per
prima cosa verifichiamo che ¢ contenuto in LP. Considerata una funzione semplice

N
S = E Ak XEy»
k=1

vogliamo dimostare che s € LP o, equivalentemente, che |s|” € L'. Poich¢ z €
X = Ufj:l Ey, Jk tale che x € Ej; possiamo allora scrivere

N
Z ‘akXEk
k=1

e, poicheé le funzioni caratteristiche sono non negative,

WE

|s(2)] =

|| X, ().

=
Il

1

Dunque:
N
P = Z ||’ X, (2)

|s(x)|” & una funzione semplice non negativa. Per le funzioni semplici non negative
la definizione di integrale di Lebesgue ¢

N
/ 57 =S Jawl” - u(Ey),
k=1

quantita finita perche, per ipotesi, p(Ej) ¢ finita Vk. Quindi ||s||, < oo se e solo
se u(Ey) < 0o, Vk =1,2,..., N, dunque I'insieme (5.2) é contenuto in L”.
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Dobbiamo ora controllare che I'insieme (5.2) sia denso. Ricordiamo che se f ¢
misurabile, allora esiste una successione {s,,}, di funzioni semplici che converge
puntualmente ad f:

lim sp(2) = f(2)  con  |sn(@)] < |smea(@)] < |f(2)]. (5.4)

m—-+00

Data f € L? (quindi in particolare f & misurabile) allora esiste {s,,}, come nella
(5.4). Osserviamo che

|Sm| S |f|7
dunque

|sml” < |17

Per la monotonia dell’integrale,

[l < [157 <

perche f € L, quindi [ |s,|” < oo, ovvero s,, € LP, ¥m. Allora, poiche

N
sl = o - p(Ey)
k=1

e poicheé [|s,,| < oo implica che p(E}) deve essere finita Vk, le s, sono funzioni
semplici combinazioni lineari di funzioni caratteristiche di insiemi di misura finita,
dunque appartengono all’insieme (5.2).

Consideriamo

1 = sll? = / 1f — sl (@) de,

dove sappiamo che lim,,_,  |f(2) — $m(z)| = 0 puntualmente q.o. . Voglia-
mo quindi usare il Teorema della convergenza dominata; per farlo vediamo se
riusciamo a controllare |f — s,,|” con una funzione in L'. Si ha

f = sml” < (f1+ Isml)” < (F1+ 1D = @2 1F1) =27 |fI" € LT

poiche f € LP. Allora applichiamo il Teorema della convergenza dominata e
otteniamo:

m—-+o0

lim ||f—Sm||Z:mliI£oo/|f_Sm|p dx:/mlir}rlm|f—3m|p dx = 0.

Dunque le funzioni semplici definite su insiemi misurabili sono dense in LP con p
finito.

Passiamo ora al caso in cui p = oo. Ci limitiamo a considerare f € L*|
f > 0. 1l caso generale segue dal fatto che una funzione qualunque la possiamo
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sempre scrivere come combinazione lineare di funzioni non negative: infatti, presa

f=Ref+i-Imf,sihache Ref =Ref —Ref_ ,Imf=1Imf, —Im f_ e quindi
f=Refy—Ref_+i-Imf, —i-Imf_,

cioé é combinazione lineare di quattro funzioni non negative. Se f > 0, puo essere
approssimata con funzioni semplici non negative s,,(x) tali che

1
fla) = smle) < 5

Precisamente, se f € L™, allora |f(z)] < M q.o. . Preso m > M, si ha
che, per q.o. z, f(z) appartiene ad uno degli intervallini A,,; = (gim, %],
k=0,...,m2™ — 1, ciog, per q.o. z, f(x) — s,(z) < 1/2™, come mostrato in
figura.
A
’
+ m ;
M |

-
+
1
3
=D

f(x) |
A e —— T— ! S
|
S R
1 | : | I
l \ 1 \ 1
: ] | Il —»
X
x)
Em,k

Poiche vale per quasi ogni x, questo in particolare ci dice che
1
If = smll < om Vm > M.

Per m — +o00, si ha
lim £ = sull.. = 0.

m—-+00

Dunque f ¢é limite di una successione {s,, } di funzioni semplici. Tuttavia in questo
caso le funzioni semplici s, sono combinazioni lineari di funzioni caratteristiche
di insiemi misurabili che possono avere misura infinita. O

Consideriamo adesso due esempi che mostrano come nel caso p = co non €
necessaria 'ipotesi pu(Ey) < 0o.

Esempio 5.2.3. Consideriamo la funzione semplice s =1 su R, cioée s = yr. Si
ha ||s||, =1, dunque s € L™, anche se u(R) = +o0.
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Esempio 5.2.4. Consideriamo la funzione semplice

1 suR*T
S(I): 0 suR™

cioé s(x) = xg+ + 0 - xg-. Anche in questo caso ||s||,, = 1, dunque s € L™
sebbene pu(R*) = 400, u(R7) = +o00 € ag = 0.

Definizione 5.2.5. Sia f : E CR" — C. Si dice supporto di f e si indica con
suppf:

suppf ={z € E | f(x) # 0},

cioe la chiusura dell’insieme degli x tali che f(x) non é nullo.

1 se x| <2
f<x)_{0 se |x| > 2.

A

Esempio 5.2.6. Sia

v

1l suo supporto é:

suppf = (=2,2) = [-2,2].
Osserviamo che la chiusura é fatta in F, nell’insieme di definizione.

Esempio 5.2.7. Se F = (—0,2), consideriamo f: E CR — R definita da
1 ose x| <2
f(m)—{ 0 sex < —=2.

Il suo supporto & un chiuso di E, nella topologia indotta, ed & [—2,2) con 2 ¢
suppf perche 2 ¢ E.

Sia (X, d) uno spazio metrico, definiamo

Co(X) ={f € ¥(X) con supporto compatto } .
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Proposizione 5.2.8. Siano 1 < p < o0 e E C R", allora Cc(E) ¢ denso in
LP(E).

Dimostrazione. Se f € Co(F), allora f € LP perché ¢ una funzione Riemann-
integrabile quindi anche Lebesgue-integrabile. Sfruttiamo allora il fatto che le
funzioni semplici sono dense in LP.

Come primo passo dimostriamo che, preso un insieme B C FE misurabile,
con u(B) < oo, considerata la funzione caratteristica ypg, allora Ve > 0 esiste
fe € Cc(E) che la approssima, cioé¢ tale che

Ixs = fell, <e.

Usiamo il seguente:

Lemma 5.2.9 (Lemma di Urysohn). Sia (X, d) uno spazio metrico. Presi K C X
compatto e O C X aperto, con K C O, esiste una f € Ceo(X) tale che

LO0<f(z)<1 VoeX
2. f(z)=1 VereK

3. suppf C O.

) [

Per usare il Lemma dobbiamo dunque trovare K e O. Sappiamo che p(B) <
oo e la regolarita di p ci dice che

uw(B) = inf{u(O),B C O,0 aperto } =
= sup{u(K),K C B, K compatto }.
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Allora preso 1’e > 0 di prima consideriamo K. e O, (dipendenti da ¢) sufficien-
temente vicini a B tali che (O, \ K.) < ¢ (possiamo proprio per la regolarita
di p ricordata) con K. C B C O., K. compatto e O, aperto. Abbiamo dunque
K., un compatto di E, e un aperto O, con K. C O, quindi per il Lemma di
Urysohn esiste f. € Co(E) tale che

1.0< f(x)<1 Vz€E
2. fo(x)=1 VzreK.
3. suppf. C O.

che equivale a dire
XKa S fE(x) S XOa'

Valutiamo [|xp — fc[[7. Si ha
||><B—fa!|§=/E|xB(a:) — fe(2)" dx
poiché su E \ O, abbiamo xg(z) =0 e f.(z) = 0, allora
o=l = [ hale) = o) do =
= / IxB(z) — fo(z)[” d33+/ Ixg(z) — fo(z)|" dx
Oc~Kc K.

ma, su K., xg(z) =1e f.(z) =1, dunque

xs(x) — fe(2)" =0,
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allora resta:

o= 2= [ xale) - L)l do
O~K:
fe e xp sono tali che 0 < f.(z) <1e0 < yxg(x) <1, quindi
0<xp(x)— fe(z) <1
|p

dunque possiamo maggiorare |xp(z) — f-(z)|" con 1, ottenendo

P s/ | de = 1 (0.~ K.).
O:NK:

Per come abbiamo scelto O e K., u(O. \ K.) < ¢, allora

Ixs = fell, <.

Abbiamo cosi che xp con p(B) < 0o puo essere approssimata in norma L” da un
elemento f. di Co(F).
Ora, come secondo passo, prendiamo f € LP e dimostriamo che

Ve >0 dg. € Co(E) tale che | f —g.l|, <c-¢,

con ¢ > 0 opportuna. Usiamo la densita delle funzioni semplici in LP: data
f € L?, per ogni € > 0, esiste una funzione semplice

N
SZZO‘kXEm w(Ey) < oo, ap#0 Vk=1,...,N
k=1

tale che || f — s||§ < e. Per quanto dimostrato nel primo passo per xp, esiste
gei € Co(E) tale che

||XEk — ek

Definiamo la seguente funzione:

p <€ VEk.

N
ge \= Zakga,k € CC(E)

k=1

Consideriamo || f — gc|,;; possiamo scriverla come || f — s+ s — g¢||,,, e quindi per
la disuguaglianza di Minkowski:

If = gell, < IF—=sll, +lls = gell, =

N N
= f=sll, + D anxm — Y argen
k=1 k=1

p

N
= [If = sll, + || D o (xme — 9-)
k=1

p
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Ma per la densita delle funzioni semplici ||f — s||, < € e per la disuguaglianza di
Minkowski

N N N
D o (xm = gen)|| <Dl lIxm = genll, < Y law|e.
k=1 p k=1 k=1
Quindi:
N N
TETURES S (B9 o) v
k=1 k=1
con ¢ =1+ 3" |ag]. Quindi Co(E) ¢ denso in LP(E). O
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Capitolo 6

La convoluzione

6.1 Operatori di traslazione

Sia X = R"™. Si consideri x € R", ossia x = (21,...,%,), € un generico vettore
h = (hy,...,h,) con norma euclidea |h| = \/h? + --- + h2.
a = (o,...,0,) € ZI} & detto multi-indice e |af = oy + ag + -+ + a, € il suo

ordine o lunghezza. Poniamo:

x* =t ann (6.1)
02 (x) = 2 ... 92208 f(x).

Vale allora la seguente definizione:

Definizione 6.1.1. Per ogni funzione f : R" — C (o R), si definisce operatore
di traslazione m,
Tf(x) = f(x—h), VheR"

Proposizione 6.1.2. Se 1 < p < oo, allora ||[mf|l, = || fll,-

Dimostrazione. Sia 1l <p < oo e f € LP, allora

I fl2 = / mfPdx= [ 1f(x—h)Pdx
R™ Rn

con il cambiamento di variabili x —h = y !, il determinante Jacobiano ¢ 1, qunidi
dx =dy, e

sl = [ 17y = 1515

T —hi=wy 1 ... 0
cioe : con matrice Jacobiana oo =1,
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ovvero l'invarianza per traslazioni dello spazio L per p < oo.
Per il caso p = o0, si procede in modo analogo:

ITnfllsc = ess sup|m f|(x) = ess sup|f(x —h)| = ess sup[f(y)] = ||/l
xeRd4 x€Rd4 y€ERd

]

Proposizione 6.1.3. i) Per1 <p < oo, m, ¢ continuo in norma LP, ovvero

lim [, f — fll, = 0. (6.3)

ii) Per p =00, si ha f é uniformemente continua < 11111% ITaf — flle = 0.

Dimostrazione. i) Usiamo la proprieta che C.(R™) C LP(R"™) ¢ denso in L? per
p < 00. Per prima cosa verifichiamo l'eq. (6.3) per funzioni g € C.(R"), con
suppg compatto. T,g9(x) = g(x — h) e Vh fissato supp m,g € compatto. Preso h
tale che |h| < 1, possiamo trovare un compatto K tale che supp mg C K V|h| < 1.
Allora si ha

nmg—mm:/Wmam—g@wa

K
<lmg -l | ax
K

< [Imng — gllZp(K).
Puntualmente lllinr(l) g(x—h) = g(x) perche g é continua sul compatto K, poiche g é
a supporto compatto, g € anche uniformemente continua su Rd, ovvero }llir% llg(-—

h) — g|lco = 0. Pertanto, passando al limite, si ha
g — glI%p(K) — 0, e quindi:

lim g — gll, = 0. (6:4)

Fin qui ’abbiamo verificato solo per funzioni g continue e a supporto compatto.
Consideriamo ora una funzione f € LP e dimostriamo che Ve > 0

30 >0/ Vh |h| < ¢ ||mf — fll, < €. Fissato € > 0, per la densita di C, in Ly,
Jg € C.(R") tale che || f —g||, < 5, allora

Imf = fllp = l7af =g +mg—9+9— flp
< maf = mglly + Imag — 9llp + lg = fllp-
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Poiche (mnf — hg)(x) = f(x —h) —g(x —h) = (f — g)(x —h) = 7 (f — 9)(x),

Imaf = fllp < I = 9)llp + [Imag = gl + 1 = gl
< 2||f = gllp + Imag = gl

2
< gf + ||7'h9 - QHP'

Per la (6.4) 36 > 0 / [[Tng — g, < § V|h| < 4, da cui segue la tesi.
i7) Una funzione f : R™ — C(R) ¢ uniformemente continua se e solo se

Ve>036 /Vh| <d|f(x—h)— f(x)] <eVxeR"
Cio equivale a
sup /(x — h) = (x)| < &,
x€R™

ovvero ||mnf — flleo < € equivalentemente lliir% Inf — flloo =0, cioe la tesi. O

Esempio 6.1.4. Costruzione della funzione campana.
In dimensione n = 1, consideriamo inizialmente la funzione

(o) = {e_x x>0

0 <0

il cui grafico ¢ mostrato nella figura 1 a sinistra.

Figura 6.1:

La sua traslata 7_; f(z) e la sua simmetrica 7, f(—x) sono, rispettivamente,

o f(r) = {erﬂ r>—1 o f(—z) = {elw r<l1

0 r<-—1 0 T > 1.

I grafici sono riportati in figura 1, rispettivamente in mezzo e a destra. Definiamo
funzione a campana

) - (2) 2] < 1
0 lz| > 1.

plx)=7af(x) 7-1f(—2) = {

Essa ¢ pari: ¢(x) = ¢(—x) e con suppy = [—1,1]. Il suo grafico é riportato in
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Figura 6.2:

figura 2. ¢(z) & una funzione a campana centrata nell’origine.
In dimensione n la funzione campana ¢ con centro nell’origine é data da:

1
e -2 x| <1
p(z) ={ i

0 |z| > 1.

La funzione campana centrata in zy € R” e di raggio R ¢ data da

N

P e R-lewol® |x —xo| < R
Rao =

o 0 |z — x| > R.

6.2 Operatori di convoluzione

Definizione 6.2.1. Siano f,g : R* — C(oR) misurabili. Si definisce con-
voluzione f * g la funzione

frg(x) = . f(x—y)g(y)dy (6.5)

definita per tutti gli x € R"™ per cui (6.5) é convergente (ossia f(x —y)g(y) €
L'(Ry)).

Proposizione 6.2.2. Se f € L*(R"),g € L'(R"), allora f xg € L°(R") e

1f * gllos < [Ifllsollglls-

Dimostrazione. Si ha

£96) = | [ = vatnay| < [1r6c=wllawldy

Poniamo f*(x) := f(—x); si pud osservare che, se f € L*> allora f* € L™
e [[flle = [[fflo- Poiche |mf*(y)| < ||7xf*||lcc q.0. e, per 'invarianza per
traslazioni, || /" [l = [[/*[lec = [|flloc, si ha

frglx)] = / e ) 9] dy < [1F]le / Yol dy = 7 llellglh < o0

per ipotesi, quindi || f * g|lco < ||flcollg]]1- O
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Teorema 6.2.3 (di Fubini). Sia F(x,y) € L'(R" x R") allora
AW = [ Py A= [ Py

sono definite g.o. ed inoltre Fx(x), Fy(y) € L*(R"™) e vale

/ F(x,y)dxdy = / /nydyd
R7 xR™ Re N JR®

nydx dy.

n n

ES
=

Proposizione 6.2.4. i) fxg(x) =g x f (x)
i) fx(gxh)(x)=(f*g)*h(x)
iit) Ta(f * 9)(%) = (mf) * g(x) = [ * (mg)(x)

w) supp(f * g) C suppf +suppg = {x €ER" / x =y +z, y € suppf,
z € suppg}

Dimostrazione. i) Siccome f x g(x) = [ f(x —y)g(y)dy, ponendo x — y = z,
quindi y = x — z e dy = dz, si ottlene

Frot) = [ fagix-nda= [ gx—2f@dz =g fix)

n

i1) Poniamo
f*xgxh(x // Jg(x —y — z)h(z) dy dz. (6.6)

Applichiamo Fubini alla funzione: Fx(y, z) = f(y)g(x—y—2z)h(z) € L'(R} xR})
q.0. poicheé vale la (6.6); integrando rispetto a z si ottiene il primo membro della
ii), mentre rispetto a y il secondo.

iii) Sihafh(f*g)( )= (f*g)(x = [ f(x—h—y)g(y)dy.

Postox —y =1z, alloray=x—2ze dy dz si ottiene

/f z—h)g(x—z)dz = /(Thf)(Z)g(X—Z) dz = (T f) * g(x).

Posto invece h +y = z, quindi y =z — h e dy = dz si ottiene

Th(f * g)(x /fx—z z—h dZ—/fX—ZThg z)dz = [ * (Thg)(x).

iv) Dimostriamo solamente che se x ¢ suppf + suppyg, allora f * g(x) = 0.
Yy € suppg, x —y ¢ suppf per ipotesi. Allora

Fro00= [ fx=ylalvidy= [ flx= vy =

suppg

dato che x —y ¢ suppf e quindi f(x —y) = 0. ]

62



(o)
< > |l fullp si estende al caso continuo nel modo
n=1

La disuguaglianza
seguente:
Teorema 6.2.5 (Disuguaglianza integrale di Minkowski). Sia
1 <p < oo. Supponiamo che:
i) x+— f(x,y) sia una funzione in LE(R™) per q.0. y € R",
i) y = [If(-,¥)lp sia in Ly(R™)

(dunque [o. || f(x,¥)|zz dy & ben definita).
Allora la mappa y — f(x,y) ¢ in Ly(R") q.o. x, x — [ f(x,y)dy ¢&in LE(R")
e vale

HRJWW Smewm@.

Teorema 6.2.6 (Disuguaglianza di Young). Sia 1 < p < oo, f € LP(R"),
g € LY(R"), allora f x g € LP(R") con

17 gllp < [ F1lpllgll- (6.7)

Dimostrazione. 1l caso p = oo € gia contenuto nella proposizione 6.2.2.
Per 1 < p < o0, vogliamo calcolare

£l = [ sx=v)ats)

Controlliamo che siano verificate le ipotesi della disuguaglianza integrale di Minkows-
ki per la funzione x — f(x —y)g(y). Si ha

1f(x=y)gW e = g fx—=y)llez = g1 fllzr < 00

per q.o. y perché per ipotesi, f € L e g € L', quindi |g(y)| < oo per q.0. y.
Quindi la 7) é verificata. Inoltre,

J156c= )9 dylz = 171, [19)1dy = 17lblgl < o

perché, per ipotesi f € LP e g € L', dunque anche la i) & verificata. Allora
possiamo applicare Minkowski:

1f *gll, = H /R f(x— Y)Q(Y)dpr < /]R 1f(x = y)g(y)|l e dy
= /R 1 fllp l9(y)| dy = Hfllp/RJQ(y)l dy = [ fllpllglli < oo

da cui la tesi. O
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In generale vale:

Teorema 6.2.7 (Disuguaglianza di Young generalizzata). Siano f x g €
L"(R™) con 1 < p,q,r < oo, tali che }—17 + % —1=1 Sia f € LP(R"),g € LI(R")
allora

1 glle < 1 1Ipllgllq-

Ritorniamo alla definizione di convoluzione f * g(x) = [o. f(x —y)g(y)dy.
Non esiste una funzione e = e(x) tale che f *e(x) = f(x), cioé che faccia da
elemento neutro nella convoluzione. Tuttavia, esiste una famiglia di funzioni
{@c}e tale che f*x@. — fin LP per e — 0 e p < 00. {p}e si dice identita
approssimata.

Vediamo ora come si costruisce: sia ¢ € L'(R™), poniamo

we(x):;ngp<§> dove §:<ﬂ,...,ﬁ>.

€ € € €

Ponendo * =y, quindi x = €y e dx = ¢" dy, si ha

o =% [ fo(5)|ax= % [lemledy = il

quindi . € L'. Analogamente, se si pone [, ¢(x)dx = a, allora [, ¢.(x)dx =
a.

Teorema 6.2.8. Sia p € L*(R") e o, definita come sopra, allora:
i) Sel<p<oo, feLPl, sihaf+*p.— af in norma LP.

ii) Se p = o0, f € L¥[R") ed & uniformemente continua, allora f * @. — f
uniformemente su R™.

Dimostrazione. i) Si ha

frpe(x)—af(x) = / fx=y)pe(y) dy— / e (y)dy-f(x) = / Lf(x=y)—f(x)]pe(y) dy.

Posto ¥ =z, y = ez, dy = €"dz allora,

Frpdx) = af() = [ [fx=en) ~ Flp(a)dz = [ [naf(x) - Fx)lol) da

n

osservando che
I 50— afly = | [1raf 0~ sGNela)da]| < [ N1(raf = D60 etz

per la disuguaglianza integrale di Minkowski. Infatti, posto F'(x, z)

= (Tezf - f)(X) ’ SD(Z)’ si ha
IEC 2)[lp = lI7eaf = Fllple(@)] < (lreafllp + 1 £Ip)e(2)] < 20 fllple(2)],
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per Pinvarianza per traslazioni in L? ed essendo ¢(z) € L. Inoltre | F(-,2z)||, €
LL(R™), poiche p(z) € L' per q.o. z.

Quindi abbiamo dimostrato che || fxp.—afll, < [ [T f — fllpl(2)| dz. Passando
al limite:

iy 5 0. — o |y < iy [ 7 = Flblio(a)] da
Posto ge(z) = [[7eaf — flple(2)], si ha [ge(z)] < 2|/f[l,|¢(2)]. Dato che ¢ € L,
per il teorema della convergenza dominata

iy 7 0. — of |y < [ty s = Flbliola)] dz =0,

percheé lir% |Tezf — fll, = O per continuita dell’operatore di traslazione 7., in
€—

LP(p < 0).

1) Caso p = oo. Essendo f uniformemente continua allora anche f x ¢, ¢ uni-

formemente continua per il teorema 6.2.9 sotto e quindi, ragionando come in

i)
If % e — af oo < / Ireaf = fllocl(2)] da.

Inoltre,
1F(x,2) |00 < 2[|fllcclo(2)]
iy 1/ 0. = of oo < [ty 17af = Scli(a)] dz =0
in quanto hr% |Tezf — flloo = 0, perché f & uniformemente continua per ipotesi. [

Teorema 6.2.9. Siano f € L'(R"),g € C*(R") (cio¢ & 0°g € C(R") Vo
lal < k) e ]|0%]|e < 00 Va,|a| <k allora

frgeChR™) con O(f*g)(x) = (f*0"g)(x).

In particolare, se g & uniformemente continua, allora f * g é uniformemente
continua.
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Capitolo 7

La trasformata di Fourier

7.1 La classe di Schwartz

Definizione 7.1.1 (Classe di Schwartz). Si dice che f € S(R"), la classe di
Schwartz, se f € C®(R") e se, Va, 3 € Z", |20 f|loc = Ca,p-

Allora, per | x| — 400, si ha che, V3 € Z7,V k € N:

). 1) =0 ()

cioé f e le sue derivate decadono all’infinito piu rapidamente di ogni potenza di
x. S(R™) ¢ detta “classe di funzioni a decrescenza rapida”.

Esempio 7.1.2. C°(R™) C S(R™).
Ricordiamo che C§°(R™) ¢ lo spazio delle “funzioni test” ed ¢ cosi definito:

CyP(R™) = {f € C*°(R") tale che supp f ¢ compatto in R"}.

Sia f € C°(R™). E C*°(R") per definizione e verifica ||z 0° f||s = ca, 3 perché se
f €& a supporto compatto le derivate continuano ad esserlo e pure se moltiplicate
per potenze di x; quindi f € S(R").

Esempio 7.1.3. f(z) = e 1" = ¢~ Ei=1 %7 ¢ S(R").

Ovviamente f € C*°(R™). Osserviamo che, dato x = (z1,...,x,), si ha:
—|zl2 1|2
(e o = —9g eI,
In generale, per induzione, si ha:

eIl = o () eloF
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dove p,(x) ¢ un polinomio di grado |a] = ay + -+ + ay, con a = (ay,...,qp).
Quindi:

z|?

289%e 1= — Pe. () e~

dove p,, g(x) € un polinomio di grado |a + | = a1 + 1 + -+ + a, + B,. La
gaussiana decresce pitl rapidamente delle potenze di x, quindi:

Sup | pa, g(x) e’lx|2| < Ca, B
reR"

Su S(R"™) consideriamo la famiglia di seminorme:

Pa.s(f) = 12 0’ flloo, Ve, B € ZL.

Infatti, sono non negative e verificano le seguenti due proprieta rispettivamente
dette proprieta di omogeneita e disuguaglianza di Minkowski(o disuguaglianza
triangolare):

1) Pa,s(Af) = l2* P (Af)lloe = A2 07 flloo = | Al 2% 0% flloo = [ Al Pa5(f) ;
2) po.s(f +9) =12 0 (f + g)lloc < 2% 0" flloc + 2% 0°glloc = pa,5(f) + Pa.5(9).
Una famiglia di seminorme equivalenti a p,, g ¢ data da:
Bes(f) =11 +]2)*0°fllee, Yk EN.
Non é una famiglia di norme perché, a parte per § = 0, si ha:
Prp(f) =0=09"f =0,

e questo in generale non implica f = 0.
Una famiglia di norme equivalente alle precedenti é:

Il =D 1@ +[2)* 0 flloe, VR EN.

1BI<k

La topologia generata dalla precedente famiglia di seminorme (che ¢ la stessa gen-
erata dalle altre due famiglie) da a S la struttura di spazio vettoriale topologico
localmente convesso. Precisamente, si introduce la metrica:

d(f 9)222716 Hf_ng'

p L+ =gl

e si pud dimostrare che (S, d) & uno spazio metrico completo; quindi con questa
famiglia di norme S(R") & di Frechét.

Proposizione 7.1.4. C3°(R™) ¢ denso in S(R™).
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7.2 La trasformata di Fourier

Definizione 7.2.1 (Trasformata di Fourier). Sia f € LY(R"). Si definisce
trasformata di Fourier di f e si indica f oppure F [ la funzione:

fo= [ et

dove £ € R™ ¢ detta variabile duale e si pone:

x{’:ijfj, x=(21,...,2n), E=(&,...,&).
j=1

~

f(&) & ben definita V¢ € R™:

[e ¢ f(@)] = |7 f(2) = | f| € L'(R").

~

L’integrale di una funzione in L' ¢ ben definito, quindi f(&) ¢ ben definita.

Proposizione 7.2.2. . : L' — L™ ¢ un operatore lineare e continuo, con

1 Fllse < I1£1I.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che % é lineare:
FNf+pg) = /

+ ,u/ e g(x)de = NFf+pnFyg.

e "ENf + pg)(z) dr = )\/ e f () dw

n n

Verificando che 'immagine ¢ in L* e la continuita in un punto (ad esempio lo
zero), abbiamo automaticamente la continuita dell’operatore .%.

/ ) e f(z) dx

~

MSIE

< [ e f(@)de = [Ifll , V€ €R™

Rn
Passando all’estremo superiore ottengo HfHoo < || fll1, cioé la continuita di .% in
zero e quindi su tutto L. 0

Esempio 7.2.3. Calcoliamo la trasformata di Fourier della funzione “porta” di
ampiezza T, pr : R — [0, 1], definita da:

(z) = 1, selz|<T)2
P =0 |, sela|>T/2.
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Osserviamo che pr € LY(R); la sua pr(€) ¢ quindi ben definita e vale:

T

. 2
P = [ pryde = [ et -
R )
3 +% _1,,iT¢ —iZey sin%{ _ 2sin %5 0
g _%—g(BQ—e 2)—T—T , se&#
+3
f_z de =T , se&=0.

Osserviamo che pp(€) & continua e va a 0 all'infinito.

Proposizione 7.2.4. S(R") C L'(R").

x

Dimostrazione. Se f € S(R™), allora f = o (%), Vk € N, quindi:

Ck

L — k .
r|app ThEN

| f(z)] <
Questa disuguaglianza, usando il criterio d’integrabilita impropria in dimensione
n, ci permette di affermare la tesi. Il Criterio d’integrabilita impropria in R"

afferma;

se | f(z)] < (HCW ,k>n, allora f € L'(R").
Allora, prendiamo k > n e cosi si ha f € L'(R"). O

Proposizione 7.2.5 (di S(R"™)). Valgono le sequenti due proprieta:
A) Se f €8, allora, Vo, B € L1, 2°0°f € S.
B) Definiamo Dy, := —i0,,. AlloraVf € S:

D, 1(6) = &F(€) (7.1)
5 f(€) = —Dgfle). (7.2)

Dimostrazione. Dimostriamo A).
E’ ovvio che z%9° f € C*°(R™). Mostriamo che, Va, 8 € Z1:

12%0% (@07 f)l|oe = ¢4 5-

Usando la Formula di Leibniz in R™,

Vf.g € CRRY), (fg) =Y (g) 0* %,

BLa
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otteniamo: R
a/ﬁ\(xaaﬁf) = Ef'mita Cory x(s a’Yf
209 (220 f) = Zfinita Cory 2Ot o f
doveogégaeﬁgfygﬁ—i—ﬁ.
Quindi, per la disuguaglianza di Minkovski,

[2°0% (1°0° F)loo < D lesy| 2% 0 flloo = c5. 5 < +00,
finita

perché ||797° 37 f|. = ca.s.4, essendo, per ipotesi, f € S e la somma ¢é finita.

Dimostriamo B); verifichiamo la (7.1). Si ha

D, f(§) = / ) e (=) Oy, f (z) da. (7.3)

L’idea ¢ fare un’integrazione per parti rispetto ad una variabile z; € R e poi fare
I'integrazione per fili. Cio é garantito dal teorema di Fubini sullo spazio prodotto
R"=Rx---xR:seF =e"(-i)d,,f e L'(R"), allora possiamo integrare
per fili e scambiare I'ordine di integrazione.
Verifichiamo:

| F| = |e5€(=i)0, f] = 10, f| € L'(R")

Integriamo per parti su R rispetto alla variabile z;:

/ e 1N 8 (=) Oy, f () dz;
R

= Jim_ =@ - [ ig)e i@
= fj/R e f(2) dx;. (7.4)

T3

Quindi, integrando per fili nella (7.3) e usando (7.4), si ha:

D,J(€) = /R (/R
- /Rn_1 (&/R

o~

= & f(6)-

e—i:BE(_Z') aaxjf d$]> dry ... d%‘—1 dl‘j+1 cooday,

e_ing(x) d{L‘]> d.l’l R d[L‘j_l de+1 R d[L‘n

*j
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Dimostriamo la (7.2) utilizzando il seguente:

Teorema 7.2.6 (Derivazione sotto il segno per domini illimitati). Sia
K(z,y) : R" x R — C misurabile tale che:

1) | K(z,y)| < lg(z)], Vy € R, g € L'(R");

2) 10, K(r,9)] < |h(x)], Yy € R, h e L'(RY).
Allora: F(y) = [, K(z,y)dx & ben definita e derwabile con derivata uguale a

Fl(y) = Oy K(z,y) du.
R™

Verifichiamo le ipotesi del Teorema 7.2.6 per K (z,&;) = e ™ f(x):

) lem™f(@)] = fle L', V& € R;

2) |0 (e f(2))| = | —izje ™ f(z)| = |z;f| € L', V& €R (z;f € S).
Le ipotesi sono verificate; otteniamo quindi:

o~ —

Oc, f(&) = Ok, /Rn e f(x) do = —i /n zje " f(x) dr = —ix; f(£).

Moltiplicando per +: abbiamo la tesi. 0

Osservazione 7.2.1. Definendo D® := (—i)l*19%, per f € S le formule (7.1) e
(7.2) si generalizzano per induzione come segue:

~

Dif(§) = §°f(8),

wf§) = (=)D f(©).
Queste proprieta ci permettono di capire le relazioni tra f e ]/”\ se f & derivabile
molte volte, allora f decresce molto all’infinito e viceversa.
Proposizione 7.2.7. Se f € S, allora ]?E S.

Dimostrazione. Dalla (7.5) osserviamo che feC (R™). Verifichiamo che Vo, 5 €
Zt, |E¥0P flloo < 4o0.

162 9° Flloo = 16% DE Flloe = 116% 27 Flloc = 1D5 (@7 )|oo
T DR = 105 )
Lelbnlz,%/hnkovskl Z |cﬂ,5| H$6 57f||1 “c,
finita
perché f € S implica 2° 37 f € S ed in particolare 2° 97 f € L. O
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Teorema 7.2.8 (di Riemann-Lebesgue). Se f € LY(R"™), allora fe Co(R™),
oVvero ]? ¢ continua e limg_, f(f) = 0 (in particolare f ¢ uniformemente con-
tinua,).

Dimostrazione 1. Per ipotesi f € L'(R™). Poiche Cg°(R™) € L'(R") ¢ denso in
LY(R™), esiste una successione f; € Cg°(R™) tale che f; 2% ¢ in LY(R"). Dato
che f; € Cg°(R™) C S(R™), segue che f; € S(R™) e quindi che f; e S(R™) C Cyh(R™).
Valutiamo ||fj — Flloo:

linearita di Zf || — continuita di .7 f j—00

1= oo " =T lle < =S =0,

Segue che f € Cp Ml _ Cy. O

Dimostrazione 2. Limitiamoci alla dimensione n = 1.
Ricordiamo che lim¢_.o f(§) = 0 se e solo se Ve > 0 3R tale che per |{| > R

~

risulta | f(§)| < e.

for = [ e@dr= [ eonwt)f@de—i [ sin(ee) () do
— PO - i),

dove F(§) e G(&) sono rispettivamente la coseno trasformata e la seno trasforma-
ta. La nostra tesi risulta applicando il teorema di Riemann-Lebesgue separata-
mente sulle due trasformate e mostrando che:

+o00

limg_uroo/ cos(z€) f(x)dx =0 (7.7)
oo

lim£_>+oo/ sin(x) f(x)dz =0 (7.8)

Usiamo il seguente risultato.

Lemma 7.2.9. Se f € LY(R"), fissato € > 0, esiste una “funzione scala” f tale
che

[ - i <

dove la “funzione scala” f(x) ¢ una somma di funzioni porta (scaloidi):

M; , sea; <z <

flw) = ij(l’)7 dove  f;(x) = { 0 , altrove

e (a;,b;) N (ax,br) =0 se j # k.
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(Gli scaloidi sono quelli che intervengono nella definizione di integrale di Riemann
come estremo superiore delle aree degli scaloidi inscritti.)

Attraverso il lemma ci riduciamo a dimostrare il teorema di Riemann-Lebesgue
per la singola funzione porta.

F;(&) = /+OO cos(z€) fj(x) dx = /by M; cos(x€) de = M; /bJ cos(z€) dx

—00

= M fin(b,6) — sin(a,e)]

§
Inoltre,
M. M. M.
|F5(8)| = ﬁ | sin(b;€) — sin(a;€)| < ﬁ | sin(b;€)| + ﬁ | sin(a;§)|
2Mj || —4o00
— — 0.
- ¢

Dato € > 0, mostriamo che esiste H tale che per |£]| > H si ha | F(§)| < ¢, ovvero
vale la (7.7). i
Considerando § > 0 nel Lemma 7.2.9, troviamo un approssimante f tale che:

[ 1w - s < 79
Allora, aggiungendo e togliendo f si ha:
POl = | coeerrwds
= | eostat)ltr@) - ) + ) o

— | sl @)~ Fadot [ con(at) o) da

SLKTWM%NU—ﬂ@M%4[MQM%M@Mx

o0

< [MU—ﬂuwwﬂ[me@ﬂ@m

e}
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Applicando la (7.9) e la definizione di f,

+00 N +00
€ €
O < 5| s> plords) =5+ |30 [ costat)a) da
() j=1 j=1Y
N +oo N N
2M; 2
< E—l—Z/ cos(z) fi(x) dx SE—FZ ]:E+—ZMJ
2 il PERSS 2 = Kq 2 | |F1
e 2M -
= —4+—<e¢
2 ¢
Se vale Y Ny
€
— < —= ¢ > — =H.
q <217
Procedendo nello stesso modo si dimostra la (7.8) e si ha quindi la tesi. O

Teorema 7.2.10. La trasformata di Fourier é una mappa sequenzialmente con-
tinua da S(R™) in S(R™), cioé precisamente se f; — 0 in S(R™), allora anche la
sua trasformata di Fourier f; tende a 0 in S(R™).

Dimostrazione. Possiamo riscrivere la tesi come

Vo, B, [1€°0¢ fi(€)l]ee — 0
Ora, tenendo in considerazione il fatto che
)= Y s,
finita
si puo scrivere
1€%27 £5(E)]oo = 1105 (2° ;) (€)oo <1105 @Il < D eysll2*@ flls — 0.
finita
Dunque la mappa di Fourier ¢ continua in senso sequenziale. OEnunciamo ora il

seguente

Teorema 7.2.11. La trasformata di Fourier [ : S(R™) — S(R™) ¢ un’appli-
cazione lineare biiettiva (cioé é un isomorfismo algebrico)ed é bicontinuo sequen-
zialmente. Piu precisamente si definisce trasformata di Fourier inversa:

Flg(r) = (2m) " / o1 () de.

Si osserva che per l'operatore F~! valgono tutte le proprieta dimostrate per
I'operatore F. In particolare:

FlL'=L® ¢ F'1:5-8

con continuita sequenziale.
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7.3 Il teorema di inversione

Dimostriamo ora il seguente

Teorema 7.3.1. Teorema di inversione
In S(R™) risulta
FF'=1 e F'F=1

In particolare per f € S(R™) si ha

f(x) = (2m)" / e Fl¢)de

che ¢é la formula di antitrasformazione.

Dimostrazione. Riscriviamo la tesi:

)= 2m) [ eFieps = emn [ e ([ e pay)as -

= (n) ([ e sy de

Osserviamo che non é possibile cambiare 1'ordine di integrazione in quan-
to [|f(y)|dédx = oo e dunque non ¢ possibile applicare il teorema di Fubini.
Scriviamo allora

f(x) = 2m)" / 167 F(¢)de

e introduciamo una funzione ¢ € S(R™) tale che p(§) =e 7.

Consideriamo ora una successione di funzioni cp(f) =e 27, con j = 1,2,..
ovviamente

ey e
lim go(—,) = lime %° =1.
J—00 j J—00

Cio significa che

em) [ e i = n [ (i o(4))er R -

j—=oo 1\ ]

= (2m)™" / lim <gp<§>e”5ﬂ§)>d§. (7.10)

J—o0

Ora si utilizza il teorema della convergenza dominata nella forma:

/lim h;(€)dé = lim | h;(&)dE

J—00 J—0o0

dove si & supposta la dominazione
O < H©OY) con [ H(OE < +oc.
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A questo punto osserviamo che nella scrittura (7.10) la quantita
5 i€ T
‘@(3)6 Ef(g)‘

si pud maggiorare con |f(§)| in quanto ‘gp(f)’ < 1e e =1. Cio significa che
si puo porre |f(€)| = H(E) e quindi
—-n : 5 i€ 7 _ —n 1 5 i€ 7
m [t (o (5) e fie))de = m im [o(S)eFiode @)

Possiamo subito osservare che in generale se non ¢’é¢ dominazione uniforme,
non si puo far passare il limite fuori dal segno di integrale.
Lavoriamo ora sull’'uguaglianza (7.11) notando anzitutto che:

o5 )e e <s00] <[ (5) o

\¢(§>\§<O—;V ¢ dhe [fly) <

1+ [¢2)N (T+ [y?)N
risulta quindi vera la seguente maggiorazione:
B R pe— L
(L+ €N+ [y)N

Ma

A+ YA+ )Y = @+ [P+ 1yl + €PN = @+ €7+ [y)Y

quindi:

o(5)e 0| < (1+|§|23N|y| 2y

che ¢ una quantita appartenente a L'(R*¥y, &) con N > 2n.

A questo punto abbiamo le condizioni necessarie per applicare il Teorema di

Fubini:
o / / e "W (y)dy dE =
j—00

—(2) "l [ (0 / k(4 )de) .

Applichiamo ora una sostituzione: £ = jt, quindi d¢ = j"dt; risulta dunque che
la scrittura precedente si scrive come:

= o) tim [ fw)( [ e ot dt)ay,

j—00
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ma, [ jre P p(t) dt = j"3((y — x))J.
Poniamo ora (y — x)j = n e osserviamo che y = ? +redy= dj—.".
Dunque, proseguendo con l'ugluaglianza abbiamo che:

= (2m)™" lim [ f(y)7"@((y — x)j) dy = (2m)™" lim f@v+-g)¢10)dn-

J—oo J—00
Se scriviamo f(z + 4)&(n) = h;(n), allora osserviamo che

lim h;(n) = lim f(z + gmn) — f(2)@(n).

J—00 J—00

Sarebbe utile, dunque, poter applicare il teorema del passaggio del limite sotto il
segno d’integrale; per fare cio & necessario studiare il modulo:

um+§mwnsvu+§mﬂm|

e, ponendo M = max(|f(z + 1)|), risulta

Mc
(1 + )N

con 2N > n. Cio significa che il teorema puo essere applicato e otteniamo dunque
che

< M|g(n)| <

@n) " lim [ flz+ D@m)dn = @0)™" | f@)@n)dn =

J—00 J

— (27)"f(2) / B(n)dn = f(z)(2m) " / (n) dn.

|| n|2

Ora, poiché ¢(z) = e~ 2, allora $(n) = (2m)2e” 2 e quindi

2

) [ pman = [emiet an= (am) e a0 =1

Siamo dunque arrivati alla tesi, infatti da questi passaggi risulta che

(2m) " / e Fle)de = f (o).

7.4 Convergenza di funzioni in S(R")

Definizione 7.4.1. Sia f; € S(R"),j =1,2,... una successione di funzioni. St
dice che
lim fj(x) =0 in S(R")

J—00
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seV a,B € Z" la successione x*0° f;j(x),j = 1,2... converge uniformemente a
f =011 R" ovvero la successione numerica

|2°07 fi(@)|oo — 0, per j — oo.
E un senso di convergenza molto forte che implica tutte le altre (puntuale, uni-
forme, L', L2, L, etc...).

Osservazione 7.4.2. La convergenza di una successione di funzioni ad una fun-
zione discende dalla convergenza in 0. Infatti siano f;, f € S(R"), j =1,2,...
allora
lm fy=f i SRY)
significa
T (f; = ) =0 in S(&").

Teorema 7.4.3. Se f; — 0 in S(R") alloraV o, 3 € Z7
|270° f;||, — 0 per j — oo. (7.12)

Dimostrazione. Supponiamo che 2N > n allora, posto ¢ = [ Uﬁi%’ si ha
o0 @)l = [ 120" f(@)|da
1
= (A + |2[H)N 220" f;(z)|dz
| e+ ka0 )

dz
< sup [(1+ |2[P)Nz0P £ (x —_—

Z cvx785fj(x)‘

finite

<ec Z Cy SUp |aﬂé?ﬁfj(x)‘ — 0,

n
finita z€R

= ¢ sup
z€R™

poiché [[2°0° f;]| — 0V ~y, S, per ipotesi, e la somma ¢ finita. O

Teorema 7.4.4. La trasformata di Fourier é una mappa sequenzialmente con-
tinua da S(R™) a S(R™). Precisamente, se f; — 0 in S(R™) allora anche f; — 0
in S(R™).

Dimostrazione. Dalle (7.5) e (7.6) e per la continuita della trasformata di Fourier
da L' a £ si ha
16288 f3(E)lloo = 11€°2° f5(€) e = 110°(27 f;) ()|
<o f) (@) < Y erall?d filla

finita
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con ¢, 5 costanti positive. Per il Teorema 7.4.3 si ha che ||279° f;]|; — 0 e Poiché
abbiamo una combinazione lineare finita si ha la tesi. O

z2
Esempio 7.4.5. Calcoliamo la trasformata di Fourier di f(z) =e 2z € S(R").
Per far cio studiamo [’equazione differenziale y' + xy = 0 e un integrale generale
di tale equazione ¢ del tipo y(z) = ce” 174 Quindi per la linearita di F

2

_z

ya)=e T =y +ay=0=y +ay=0=y +7j =0.

Poiché ;&\’ =i(—)y = @ = 1&y, si ottiene

2
T2

iy — Dy =0 = i€y +i(y) = 0= () + &Y = 0= y(§) = ce

Determiniamo ora la costante c. Per & =0 si ha

o) ) 2
J0)=c e §(0)= / 0% 4y — /3

o0

quindi ¢ = /27, ovvero
Y 2
fl&) = Vame 7.

Nel caso n-dimensionale si usa Fubini e st ha
_l=? B
.7:(6 2 ) = e e 2 dx
, =2 . <2
= / (e_m'&e_7> e <e_””'§"e_7n> dzy---dz,

o o2 © o2
</ 6—2:B1'§1 e 2 dl‘l) . (/ e_lx"'£n€_7 dxn)

—00 — o0

= (Vampe

Osserviamo che }"(e’%) e S(R").
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Capitolo 8

Lo spazio delle distribuzioni
temperate S’(R")

8.1 Introduzione alle distribuzioni

Le distribuzioni vennero introdotte da Schwartz intorno al 1950. I presupposti del
suo lavoro sono da ricercare nel nuovo approccio allo studio delle funzioni, nato
intorno agli anni ‘30. In questo periodo, di fronte alle difficolta che si incontravano
nello studio puntuale delle funzioni, si sposto I'attenzione su un’informazione pit
generale quale 'area. Era necessaria una teoria dell’integrazione il piti generale
possibile, necessita colmata dall’integrale di Lebesgue, a partire dal quale vennero
definiti gli spazi £P come classi di funzioni coincidenti quasi ovunque.

Schwartz cerco di dare una formalizzazione a quest’idea di funzione come
informazione riguardante una distribuzione d’area. Una funzione f : R — R
risulta quindi conosciuta nel momento in cui sappiamo per ogni intervallo [a, b]
“quanta” area c’é. Per capire la distribuzione d’area di f si introducono delle
funzioni ¢, che chiameremo funzioni test, per calcolare

“+o00

f(@)p(r) dz, (8.1)

detto: “il valore del test”. Le funzioni test vengono scelte tra spazi funzionali
molto particolari, i cui elementi godono di grande regolarita, le scelte pitt comuni

1 /ﬁ\

|« b

L

Figura 8.1: Esempio di funzione test.
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— 7 — | [f(@
f(@)e(z)
|/ el

Figura 8.2: Test della funzione f rispetto a ¢.

sono infatti C5° e S. I valori dei test consentono di capire la distribuzione d’area,
infatti se per esempio consideriamo una funzione simile a quella in figura 8.1,
'integrale (8.1) sara una buona approssimazione dell’integrale di f su [a, b]

b 400

[ e [ paete) o
a —00

La funzione viene ora interpretata come la relazione che lega ogni funzione test

con il valore del test, cioé la funzione diventa una forma lineare sullo spazio delle

funzioni test, che chiameremo “distribuzione”.

Le distribuzioni in realta erano gia state introdotte precedentemente nell’am-
bito della fisica matematica e della meccanica quantistica (per spiegare fenomeni
come per esempio I'impulso) come oggetti non ben definiti, per esempio la § di
Dirac era una funzione misteriosa tale che

b
/ d(z)dz =1, ¥V [a,b] con 0 € [a,b],

/bé(x) dr =0, ¥ [a, 5] con 0 ¢ [a,b].

Nell’ottica introdotta da Schwartz la § viene interpretata come un’applicazione
da C°(R) in R tale che

“+oo
o d(e) = [ blalola) do = o(0)
—0o

Un altro aspetto molto positivo di questa interpretazione piti generale delle
funzioni come distribuzioni, riguardava 'operatore di derivazione che in questo
contesto diventa definito su una qualsiasi funzione anche non derivabile. Una
distribuzione f puo essere vista come una forma lineare che ad ogni funzione
test associa il valore dell’integrale [ f(z)y(z)dz. Supponiamo inizialmente che
la f sia una funzione derivabile, possiamo interpretare anche la derivata come
distribuzione

friom f(@)p(z) dz.
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Suppponiamo ora di aver scelto una funzione test nello spazio Cg°(R), percio esiste
un intervallo [a,b] al di fuori del quale la ¢ & identicamente nulla. Cid implica

che
+oof £) di = / o

Applichiamo ora la formula di integrazione per parti

+o0 b
[ rwewac= [ e ar = et - [ e

tendendo conto che p(a) = p(b) = 0 e che ¢'(x) ¢ identicamente nulla fuori
dall’intervallo [a, b], otteniamo

+o0 +o0

f(@)p(r)de = — f(x)¢'(x) dz.

Prendendo questo risultato come definizione di derivata di distribuzione, ossia

+o0

oo — f(@)¢' () d, (8.2)
abbiamo definito la derivata di una funzione anche nei casi in cui non esiste la
derivata classica. Affinché la definizione sia consistente deve esistere la derivata
della . Generalizzando anche alle derivate successive, si comprende la necessita
di scegliere funzioni test molto regolari, in spazi come C3° ed S.

I discorso fatto si estende in modo naturale alle funzioni definite in generale
su R"™; le distribuzioni sono quindi applicazioni da uno spazio funzionale a valori
in R o C. Le scelte pitt comuni per quanto riguarda gli spazi funzionali delle fun-
zioni test sono C°(R"™), S(R™) e Cg°(R™). Ad ogni scelta possibile corrispondono
teorie delle distribuzioni diverse: 'insieme delle distribuzioni definite su C*°(R")
viene indicato con £'(R™), quelle definite su S(R™) con §’'(R™) ed infine quelle su
Cs°(R™) con D'(R™). Le inclusioni sugli spazi delle funzioni test si invertono nel
passaggio alle distribuzioni:

C*(R") D S(R™) D C°(R™)
E'(R") ¢ S'(R™) C D'(R™).

Al fini dei nostri studi, lo spazio ideale ¢ S'(R™) in quanto & stabile per trasformata
di Fourier, ovvero, come vedremo, la trasformata di Fourier é una isomorfismo
da &' in sé.

Abbiamo affermato che le “vecchie” funzioni possono essere trattate come
distribuzioni. Cerchiamo di giustificare questa affermazione dimostrando un ca-
so particolare di immersione di uno spazio funzionale classico in uno spazio di
distribuzioni.
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Proposizione 8.1.1. C°(R") ¢ contenuto in D'(R").

Dimostrazione. Consideriamo 1'applicazione i : C°(R") — D'(R") definita da,
V feC'R),

i:f—up€D(R"), conus(p) = . f(@)p(x)de, ¥V ¢ € C°(R™).  (8.3)

Innanzitutto la mappa é ben definita, nel senso che per una qualsiasi funzione
test l'integrale esiste, in quanto f(z)p(z) risulta essere una funzione continua
e diversa da 0 su un dominio limitato di R™. Per dimostrare la tesi ¢ quindi
sufficiente verificare l'iniettivita di 7. Siano f e g due funzioni in C° tali che
Uy = Ug, Cloe

Vel [ j@e@de= [ gl dn (5.4
Rn n
L’obiettivo € dimostrare che f = g. Date la successione di funzioni ¢y € C3°,
definite da )
e WRER? o |z| < 1
¢k r) = ’ K )
“ o L
consideriamo le corrispondenti ¢, normalizzate
1
) = ——— Ui(x).

Mediante una semplice traslazione x +— = — zy, possiamo quindi ottenere una
successione di funzioni gy, ., (z) = @r(x — o), centrate in un qualsisi punto zy di

R"™ tali che
/ Pk, (iL‘) dr = / Pk, o (.1') de = 1.
" lx—zo|<1/k

Andiamo ora ad effettuare il test su queste funzioni: per la (8.4), si ha, V k

wona) = [ F@oa@)dr = [ o)) de = uy(or).

n

Prendiamo in considerazione ora (¢ 4 ),

uf(@k,mo) = f(x)spk,mo (I) dr = / f<I>g0k7$0 (I) dz.
R™ lz—zo|<1/k

Dal momento che stiamo integrando su un compatto, f & una funzione continua e
Pz, = 0, possiamo applicare il Teorema della media, che garantisce 1’esistenza di
un valore y,, » appartenente al disco di centro z e raggio 1/k, ovvero |y, x —Zo| <
%, tale che

/ F () g () i = Flyno ) / s (1) AT = F (o).
|lz—z0|<1/k

|lz—z0|<1/k
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Andando a considerare il limite per k — oc:

lim uf((pk,xo) = khi’{olo f(y$07k> = f(xo)v

k—oo

perché |y — x| < + — 0. Con procedimento analogo su u,(¢y.,) si ottiene

;
khjilo Uy (ko) = (o),
e tenendo conto della (8.4), si ha
fxo) = ]}1_{20 up(Prao) = ]}1_{20 tg(Phae) = (o).

Per l'arbitrarieta di xy € R” segue l'iniettivita di 2. O

8.2 Prime definizioni ed esempi
Dopo un’introduzione molto intuitiva sulle distribuzioni, passiamo ora ad intro-
durre le distribuzioni temperate in modo rigoroso.

Definizione 8.2.1. Lo spazio di distribuzioni S'(R™) ¢ lo spazio vettoriale di
tutte le forme lineari u : S(R™) — C sequenzialmente continue; cioé per ogni
successione di funzioni p; in S(R™), con ¢; — 0 in S(R"™) (vedi Definizione
7.4.1), si ha u(p;) — 0 in C.

Dungue S'(R™) ¢ un sottospazio proprio del duale algebrico di S(R™), cioé

S'(R") C (S(R™))".

Vediamo ora quali funzioni, tra quelle gia incontrate e conosciute, fanno parte
di 8'(R"). Consideriamo f € C°(R"), funzione a crescita algebrica! (o crescita
lenta), cioé tale che esista un intero intero N > 0 e una costante ¢y > 0 per cui

N
1f(z)] <en (1 + |m\2) . (8.5)
Ogni funzione f a crescita algebrica definisce una distribuzione uy in S'(R"™):
Vo e S®Y). ule) = | f)el)dn

Innanzitutto, verifichiamo che la distribuzione uy sia ben definita, cio¢ che I'in-
tegrale converga. Si ha

f(@)e(z) de

us(¢)| = < [ 1@lete) .

! Alle funzioni a crescita algebrica appartengono tutte le funzioni a crescita al pitt polinomiale,
mentre non vi appartiene, per esempio, la funzione e”.
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a questo punto possiamo applicare la maggiorazione (8.5) alla f, mentre per
quanto riguarda la ¢, trattandosi di una funzione a decrescita rapida, sappiamo
che per ogni N > 0 esiste una costante cy tale che

I —" a—
T U )

Pertanto otteniamo:

N Cr dz
s < [ e (ke e = ey [
L ) (1+ |zp)" Y e (14 [ap)N N

integrale convergente per 2(](7~ — N) > n. Dal momento che la maggiorazione sulla
¢ ¢ valida per un arbitrario N, ¢ sufficiente considerare per esempio N > % + N.

La linearita di uy discende immediatamente dalla proprieta di linearita del-
I'integrale, rimane quindi da verificare la continuita sequenziale. Consideriamo
una successione di funzioni ¢; che tendono a 0 per j — oo. Per ogni ¢, vale la
maggiorazione

N
sl < —
(1+2[?)

ed inoltre dato che ¢; — 0 in S(R™) abbiamo che ¢y ; — 0 per j tendende a
oo. Andiamo ora a valutare la successione uf(p;). Con passaggi analoghi alla
dimostrazione di buona definizione, si ha

el =| [ s@esraa] < [ 1f@llestods

N Cxr i dz
</ CN (1+|$|2) —’J~dx:chN-/ _—
" (1+ |z[2)Y P Sre (14 2)N N

L’integrale non dipende dallindice j, Poiché ¢y ; tende a 0, otteniamo ur(pj) —
0 per 7 — oo. D’ora in poi potremo quindi considerare un qualsiasi polinomio
P(z) come una distribuzione di §'(R™), ovvero P : S(R") — C, con

O — . P(z)p(z)dz.

Osservazione 8.2.2. In §'(R") quindi non troviamo tutte le funzioni continue,
ad esempio e* ¢ S'(R™).

Proprieta 8.2.3. Per 1 < p < o0, si ha
LP(R™) C S'(R™).

Dimostrazione. La linearita é immediata, verifichiamo la buona definizione e la
continuita sequenziale.
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Caso p = 1. Data f G Ll(R"), consideriamo I'applicazione u; che ad ogni ¢ €
S(R") associa ug(¢) = [on. f( z)dz. Le funzioni di S(R") sono limitate,
allora V ¢ € S(R”)

lup(p) = | [ flz)p(z)ds| <

< Hs0|\oo/ [f (@)l dz < flelleoll fllx < oo,

| @lle(z)] de

quindi la uy ¢ ben definita. Consideriamo ora una successione di funzioni
¢; tendenti a 0 in S(R™). Abbiamo che

p; = 0in S(R") = [|gjllec — 0, per j — oo,
da cui, se p; — 0 in S(R"), allora
[y (@) < [ fllll@slle — 0, per j — oo,
ovvero us(yp;) — 0 in C.

Caso 1 < p < co. Consideriamo ora f € LP(R™). Presa ¢ € S(R"), valutiamo
lup(p)] = | fon f(@)p() dz|. Per la disuguaglianza di Hélder,

1

1
f@yp)de) < Ifllplielly, con =4 =1.

up(p)] =

Affinché uy sia ben definito, deve essere ||¢||, < co. Per comodita ragioni-
amo con [|¢[|? = [o. [¢(x)|?dz. Per le proprieta di S(R"),

CN

(L+ [a)™

dx
wz/ |w>‘1das<cq/ _dr
el = [ Tt e

integrale convergente se 2Nq > n, cioé se considero un qualsiasi N >

ot Presa una successione ¢; tendente a 0 in S(R"), per ogni ¢; vale la

2q _
maggiorazione |p;(x)| < (pffvw

VN>0,Vey >0, |o(2)| <

da cui

cny; — 0, per j — oo.

Si ha quindi

1
dz a .
st < exalll ([ s ) =0 werj = oo
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Caso p = o0o. Sia f € L*(R"). uy ¢ ben definita perché V ¢ € S(R"),

ug(o)l = | [ flz)e(z)de

. | (2)]|¢(x)] da

<l [ o) dz = fleliel < oc.

Per dimostrare la continuita sequenziale, ricordiamo la proprieta
0; = 0in S(R") = ¢; —0in L'(R"),

da cui si ricava
g (@i)l < [l fllselleoslle — 0,
ovvero us(p;) — 0 in C.

8.3 Operatori in S'(R")

Estendiamo ora alcuni operatori lineari alle distribuzioni. Il procedimento per
I’estensione di tali operatori ¢ quello gia usato per la derivata di una funzione:
vogliamo che per una funzione classica f, dato un operatore \, sia commutativo
il diagramma:

fe—t—suy (8.6)

A\L lk
)\f (—z> Unf = )\Uf

Esempio 8.3.1 (Operatore di traslazione 7). Applichiamo il procedimento il-
lustrato nel diagramma al caso di un operatore 1,. Consideriamo una funzione
f € CO(R™) a crescita lenta ovvero f € S'(R") e 7, agisce su f nel modo sequente

o f(x) — f(x —h), h=(hy,...,h,) € R".
Per rendere commutativo il diagramma (8.6), vogliamo che

Thur (@) = urn (), Ve SR).

Dal secondo termine otteniamo

wnsl9) = [ mf@e@ s = [ fle =),
applicando la sostituzione x — h =y di jacobiano |J| =1,

A W)y + h) dy = L W) 7-no(y) dy = us (7).
Pertanto diamo la sequente
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Definizione 8.3.2. Sia u una distribuzione di S'(R"™) e sia h = (hy,...,h,) €
R"™. Allora ¥V ¢ € S(R™), poniamo

() < u(r_pp). (8.7)

St wverifica facilmente che si tratta di una buona definizione; infatti, ¥ h €
R", 7_pp appartiene ancora a S(R™) ed inoltre presa una successione p; tendente
a 0, la successione T_pyp; delle traslate continua a tendere a 0.

Tendendo conto della relazione (8.2) diamo ora le definizione di derivata di
una distribuzione.

Definizione 8.3.3. Sia u € S'(R"). Si definisce 0,;u € S'(R"),j =1,...,n, la
distribuzione

Ooulp) = —u(Oy,0), Ve SR, (8.8)
e, pit in generale,

0°u(p) & (—1)lPlu(8%p), V¥ o e S(R). (8.9)

La definizione & consistente in quanto O, appartiene ancora allo spazio S(R™);
la linearita é ovvia, controlliamo quindi la continuita sequenziale. Data una suc-
cessione gy tendente a 0 in S(R™), deve convergere a 0 la successione corrispon-
dente Op;u(pr): poiché Oy u(pr) = —u(0z,0k) € poiché u ¢ una distribuzione
(quindi gode della continuita sequenziale), é sufficiente provare che la successione
0,0k tende a 0 in S(R™). Per ipotesi abbiamo che o — 0, cioé

Va,B8, z%0°p, — 0 uniformemente per k — oo, (8.10)
verifichiamo allora che valga anche per la derivata. Innanzitutto, osserviamo che:
279° Oz, 0 = x”@‘slgpk, con &' = (01,...,0;-1,0; + 1, 8541, ..., 0n),

quindi per la (8.10) 270% op — 0 e quindi 8, — 0 in S(R™). La dimostrazione
per una derivata a-esima qualsiasi si ricava facilmente con un procedimento
induttivo.

Esempio 8.3.4. Deriviamo la funzione di Heaviside

H(x):{l’ x>0‘

0, <0

il cui grafico é riportato in figura 8.3. Si ha H € L>*(R) C §'(R), quindi possiamo
calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni. ¥V ¢ € S(R)

() ) ==t (1) =) = [ HH0) ) e

—00

_ / T P@)dr=— lim (o)

M—+oc0

=— lim (M) +¢(0) = p(0) = 3(p).

M—+oc0
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Figura 8.3: Grafico della funzione H.

Figura 8.4: A sinistra il grafico di s = f(¢), a destra quello di v = f'(t).

Quindi
d
—H =6.
dx

Esempio 8.3.5. Deriviamo ora 6 € S'(R™) rispetto alla j-esima coordinata:
0z;0(p) = —0(0u;0) = —0;0(0), ¥V ¢ € S(R).
Generallizzando a una derivata a-esima, 0*9 € S(R™) e
00+ p — (=1)1*19%(0).

Esempio 8.3.6. Consideriamo la funzione f : R — R, data da f(t) = [t|.
Dal punto di vista fisico questa é la funzione di un moto con un urto anelastico
all’istante t = 0. La velocita é quindi, pert # 0,

1 t>0
v(t) = f'(t) = sign(t) = .
(1) = 1') = signlt) {—1, .

Per quanto riguarda l'accelerazione abbiamo che a(t) = f"(t) =0,¥Y t # 0. In
questo caso non ha senso considerare [’accelerazione nulla anche in 0, perché non
st spiegherebbe il cambio di verso di spostamento. Dal momento che la velocita
non é derivabile in senso classico, ricorriamo alle distribuziont, lecito in quanto
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sign(t) € L2(R): V ¢ € S(R),

a(t) = <%Sign> (p) = —sign(¢’) = — /_ - sign(t)¢'(t) dt =

o0

_ / () dt — /0+oogo’(t)dt: i [p(t)]’, — lim [o(t)] =

oo M——o0 M M—+o0
=¢(0) = fim (M) — lim (M) +¢(0) = 2¢(0) = 24(¢).

Le due & si possono interpretare come due impulsi, il primo per larresto del
corpo, il secondo per la messa in moto nel verso opposto, che danno luogo al
“rimbalzo”anelastico.

Introduciamo infine il prodotto aritmetico di un polinomio e di una dis-
tribuzione. Supponiamo di avere su R™ un polinomio P e una distribuzione
u discendente da una funzione a crescita algebrica; allora, per una generica
funzione test in S'(R™), si ha

(Pla)u)(o) = [ [P@ula)]ola) do
~ [ ula) [P@)e@] d = u(Pa)p).

ricordando che per ogni P polinomio, e per ogni ¢ € S(R"), si ha P(x)p € S(R"),
quanto fatto ci suggerisce la seguente definizione.

Definizione 8.3.7. Siano P polinomio su R" e u € §'(R"™), allora P(x)u appar-
tiene a S'(R™) e

(Ple)u)(9) 2 u(P@)g). V¢ SR, (8.11)

Come accennato prima la definizione é consistente perché per qualsiasi polinomio
P(x)p ¢ ancora una funzione test. Tutte le altre proprieta di una distribuzione
discendono immediatamente dalle proprieta di S(R™).

8.4 La trasformata di Fourier in §'(R")

L’obiettivo di questa sezione ¢ definire, per ogni u € S'(R™), F(u), ovvero es-
tendere la trasformata di Fourier allo spazio S&'(R™). Vedremo che le proprieta
possedute da F su S(R™) si estendono anche ad S'(R™).

Cominciamo con richiamare la seguente proposizione: date f,g € S(R™), vale
I'uguaglianza

~

. f(§)g(€) A€ = - f(@)g(x) da. (8.12)
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Tendendo conto che S(R™) c L'(R") C S'(R"), data u € S(R"™), u appartiene
ancora ad S(R™) quindi puo essere vista come una distribuzione e dalla (8.12)
otteniamo, V ¢ € S(R"),

GW%Z/)W®¢@N£= u(z)P(x) dz = u(®).
n RTL
Quanto fatto suggerisce la seguente

Definizione 8.4.1. Sia u € S'(R"). La trasformata di Fourier F(u) = u €
S'(R™) e definita da

u(p) = u(@),  VeeSR). (8.13)

u(yp) & ben definito per una qualsiasi funzione test ¢ poiché p € S(R™). La linear-

ita e immediata, per quanto riguarda la continuita sequenziale, per la continuita
di F su S(R™) (Teorema 7.4.4):

v; —0imnSR") = o, —0inSR").
Quindi essendo u una distribuzione:
p; — 0 S(R") = u(y;) =u(p;) — 0.

Osservazione 8.4.2. Per la definizione data, si ha che, per un elemento di
S(R™), la trasformata di Fourier in senso classico e nel senso delle distribuzioni
coincidono. Questo vale anche per gli elementi di L'(R™) e L2(R™) (si puo vedere
sfruttando la densita di S in L' e L?).

Esempio 8.4.3. Calcoliamo la trasformata di Fourier della 6 di Dirac. Per
definizione, si ha, ¥ ¢ € S(R™),

:/n1.¢<x>dx:1<¢>.

La funzione costante uguale a 1 & una distribuzione in S'(R™), dal momento che
1€ L2(R™) ¢ S'(R"), quindi 6 = 1.
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Definizione 8.4.4. Sia u € S'(R"). La trasformata di Fourier inversa F'u €
S'(R™) si definisce
Flulp) L u(F ),  ¥oeSRY. (8.14)

Le considerazioni di buona definizione sono analoghe a quelle fatte per la trasfor-
mata di Fourier su S'(R™), perché anche la mappa F~' : S(R") — S(R") ¢
sequenzialmente continua.

Definite la trasformata di Fourier e la sua inversa, possiamo dimostrare il
seguente importante teorema.

Teorema 8.4.5. Sia F la mappa definita da (8.13) e F~' la mappa definita da
(8.14). Allora:

(i) FIF = Togn, (8.15)
(ZZ) FF 1= Ig/(Rn). (816)

Dimostrazione. Dimostriamo la relazione (8.15), per la relazione (8.16) si procede
analogamente. Sia u € §’'(R™). Per le definizioni date, V ¢ € S(R"™), si ha

F'Fulp) = Fu(F o) = u(FF 1 o) = u(yp),
poiché vale I'identita: FF ! = Tggn). O

Teorema 8.4.6. Sia u € S'(R"). Definito D,, = —i0,,, allora

Dyou= &, 8.17
i = —Dg,i, 8.18)
e, generalizzando,
Do = ¢, (8.19)
zou = (—1)llpeg, (8.20)

Dimostrazione. Data u € §’'(R"™) e presa una generica funzione test ¢ € S(R"),
si ha
Da;u(p) = Do;u(@) = —u(De; @) = u(—Da; @)
= u(p) = ul&jep) = &uly),

dove abbiamo applicato la relazione (7.1). Questo dimostra la (8.17); per quanto
riguarda la (8.18),

Tu(p) = z;u(P) = u(w;9) = u(De, ) = U(De, ) = —Dg, (),

grazie alla relazione (7.1). La dimostrazione di (8.19) e (8.20) si ottiene facilmente
procedendo induttivamente. 0
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Esempio 8.4.7. Calcoliamo la trasformata di Fourier della funzione costante
1 € L>*(R") c S'(R™). Sappiamo che § = 1, con passaggi formali, in quanto
1 ¢ LYR™) e quindi lintegrale va inteso in senso debole, si ha

F 1) = (2%)_”/ e 1dw = 6.

n

Applicando la sostituzione y = —x, con jacobiano |J| =1,

(27T>n/ eimé 1dr = (27].)71/ efiyi 1 dy — (27T)—n’1\ _ (5,
c1oé ~
1 = (2m)"0.

Esempio 8.4.8. Consideriamo un polinomio P € S'(R™) (P ¢ una funzione
continua a crescita algebrica)

P(z) = Z Cot®

laf<m

e calcoliamo la sua trasformata di Fourier P. Usando 1 = (2m)"0, si ha

P = Z Col® = Z CaZ®1 = Z Co <(—1)‘°‘|Dai)

la<m la<m o] <m

= (2m)" Y (=1, D,

o] <m

8.5 Convoluzione e trasformata di Fourier

Definizione 8.5.1. Siano f,g : R® — C funzioni misurabili. Si dice convoluzione
di f e g la funzione

(f*g) (v) = . flx—y)g(y)dy

definita per ogni x € R™ per cui la funzione integranda é convergente.
Teorema 8.5.2. Siano f,g funzioni in S(R™). Allora

1) fg € SR,

2) fxge SR).
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Dimostrazione. 1) Dobbiamo dimostrare che || 220°(fg) ||o< 0o per ogni a, 3
cioé che z20°(fg) € L*=(R") per ogni a, 3.
Applicando la formula di Leibniz si ottiene

9 (fg) = = Z( )(Wf 0" g

<8

- X (Dwrone

v<B

In questo caso poiché per ipotesi f € S(R™) e g € S(R™) allora (z*07 f) € L>*(R")
e (0°77g) € L=(R™).
Osserviamo che L*(R™) - L>(R"™) C L*(R™), infatti risulta che

sup | f(x)g(x) |< (sup | f(x) [)(sup | g(z) |) per ogni x € R™.
Segue che x29%(fg) € L>°(R").
2)  Dobbiamo dimostrare che || 29%(f * g) ||.o< 00 per ogni «, 3, quindi che
20y [ f(z = y)g(y)dy € L=(R").
Possiamo scrivere:

aﬁﬁ/f r—y)g(y)dy =z /(@?f)(w —y)g(y)dy

poiché sono soddisfatte le ipotesi del teorema di derivazione sotto il segno di
integrale. Infatti f e g sono funzioni in S(R™) e ¢’¢ una dominazione uniforme
dell’integrando rispetto al parametro x. La dominazione uniforme si vede stiman-

do la funzione f con la costante ¢ = mazern | f(x) |1 | fx —y)g(y) |< H(y)
con H(y) =cg(y) e [ H(y)dy < .

Chiamiamo 0% f = f Allora f € S(R") e la (8.21) diventa:
z® /(aff)(x —y)g(y)dy = /f T — )dy (8.21)
= [« Fw - gty

Scrivendo x come (z — y) + y si ha
= ((z—y) +y)*°

=) (f;) (@ —y)y*,

r<a
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dove nell’ultima uguaglianza abbiamo applicato la formula del binomio di New-
ton. Di conseguenza, la (8.22) diventa:

; <:> / ((x —y)'flx - y)) (y“’”g(y)>dy- (8.22)

Dobbiamo quindi dimostrare che la funzione (8.22) appartiene a L*°. Poniamo
fv(t) = O f(t) e Ga—~(t) = t*7g(t). Poiche per ipotesi f e g € S(R™) allora
anche fw(t) e Ja—y(t) € S(R™).
Notiamo che la funzione (8.22) si puo riscrivere come

AN
Z( )fv*ga_v, (8.23)

<« v

quindi siamo ricondotti a dimostrare che se f,g € S(R") allora f x g € L>(R").
Poiché¢ S C L' e S C L* allora usiamo la disuguaglianza di Young nel caso
particolare p = oo: L' % L>® C L™ e otteniamo f x g € L>(R"). O

Mediante 1'utilizzo della trasformata di Fourier si puo passare dalla convoluzione
al prodotto aritmetico.

Teorema 8.5.3. Siano f,g € S(R™). Allora:
1) frg=1Fg
2) fg=(2m)"f x5

Dimostrazione. 1) Si ha

e = [ f( [ 1t —y)g(y)dy) d
= /(/e‘”ff(m—y)g(y)dy> dx
- / / e f o — y)g(y)dyda

dove nella prima uguaglianza abbiamo sfruttato il fatto che e~™¢ ¢ una
costante rispetto all’integrazione in dy, mentre nell’ultima abbiamo usato il
Teorema di Fubini. Se poniamo x = (z —y) +y allora =& = =@ V)¢ =¢
e la (8.24) diventa:

/ / i€ £ (o — y)g(y)dydz = / / (=50 F (5 — ) (e~ % g(y))dandly
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Facciamo un cambio di variabili in R?" ponendo 2’ = x—y, 3’ = y. Allora il
determinante Jacobiano della trasformazione ¢ uguale a 1. Di conseguenza:

(8.24)y = / / (£ () (Vg y))do'dyf

= ( / e‘”'gf(l")dw) ( / 6‘iy'59(y’)dy’)
= f(©3©).

Avevamo ipotizzato che valesse il Teorema di Fubini, verifichiamolo ora.
Dobbiamo dimostrare che la funzione integranda e~ f(x — y)g(y) ¢ in
LY(R?"). Tralasciamo il termine e~*¢ perché | e=*¢ |= 1, quindi proviamo
che

C

| flz —y)a(y) |< CaP i By 2>

Se la disequazione ¢ soddisfatta allora vale Fubini.

Per ipotesi f,g € S(R™), cio¢ sono funzioni di 0(#), quindi

Cp Kq
IW) 1S =5 flz—y)[<
W E e MY E e
con P e () costanti arbitrarie.
Segue che
CPKQ

| flz—y)g(y) |< (8.24)

A+ |y HPA+ e —y )@
Per continuare nella dimostrazione abbiamo bisogno del seguente lemma:

Lemma 8.5.4 (Peetre). Si ha:

I+ |z |?

C > 0. (8.25)
Dimostrazione. Per semplicita consideriamo lo spazio di dimensione n = 1
e dimostriamo che C'(1 + 2?) < (1 +y?)(1 + (z — y)?).

Dividiamo lo spazio in due regioni e chiamiamo D; la regione in cui | y |[< 3z

e Dy la regione in cui | y |> %m Mostriamo che in entrambe le regioni la
disuguaglianza di Peetre ¢ vera.
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D2 y=—-=x

-In Dy y* > %m2 e poiche 1+ (z — y)? > 1 segue che

(141 + =y 2 (1 323 > 11 +22)

-InDy: (1+9%)>1.

Inoltre
1
|$|=|$—y+y|§!x—y|+|y|§|$—y!+§\$|~
Segue che
1
_Z < _
ol =5 ol < o—yl
cloé
al<le—y]
g 101 = vl

Vediamo quindi che

A+ )0+ @—y?) >1+ i:ﬁ . %(1 +2?).

Si osserva che la disuguaglianza vale in entrambe le regioni con costante
1
c=;. i

4
La disuguaglianza di Peetre puo essere riscritta come

1 ( 71)Q(1+ | Y |2)Q.

A+ ]z —y[?)? ™ (1+ [z [2)9
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Allora la (8.24) diventa

| flx—y)gly) | < Criq

I+ 1y )P+ |z -y [2)9

CrEo(CTH(1+ |y )¢
I+ 1y )P+ |2 )@

CpKo(C™)?
(I+ [y )P+ [z )@

Cq
<
T (I ]y )9+ [z 29

Co
<
T [z P+lyP)°
siamo giunti alla tesi ponendo P = 2(@) e scegliendo 2Q) > 2n.

Dobbiamo verificare che

f@)g(a) = 2m)"F(f* 7).

Sappiamo che la trasformata di Fourier inversa di una funzione f é

F () = (2m)" / e [(€)dg = (2m) " f(~),

quindi

@m) T F N (fxg) = (@m)T2n) T f x§(—2)

— @n) " f(—a)f(~a)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato la proprieta 1) appena di-
mostrata.
Proseguendo si ottiene

~

r) 2 F-a)i-a) = (2m) " (R-)(en"G)(-)



O

L’operazione di convoluzione u * v non si riesce a definire per u,v € S'(R™)
generici. Vediamo un esempio.

Esempio 8.5.5. 1 % 1 non ¢ definita in analogia al fatto che anche il prodotto
aritmetico di distribuziont non é sempre definito.

Infatti %1 =11 = (27)"6(2m)"6.

Ma il prodotto di distribuzioni 60 non é definito.

Esistono diversi casi notevoli di spazi funzionali A, B contenuti in S’'(R™) tali che
per f € A,g € B, [ * g risulta ben definita.

Considerati gli spazi delle trasformate, fe ﬁ, geE B risulta allora ﬁk\g = f’g\

Possiamo fare un esempio, ma prima € necessario introdurre la disuguaglianza
di Hausdorfl-Young, che dimostreremo successivamente. Essa afferma che, per
1<p<2ed f e LP(R"),siha fc L”(R") dove % + % =1.

Esempio 8.5.6. Siano A = L'(R") C §'(R") e B = LP(R") C S'(R").
Consideriamo f € B = LP con 1 < p < 2 allora per la disuguaglianza di

Hausdorff-Young f € LP" dove %D + z% = 1.

Sia invece g € A= L' con1 <p <2 allora g € L*>. Poiche la disuguaglianza di
Young afferma che per 1 < p < oo, L'x? C LP allora f*g € LP ed ¢ ben definita.
Invece, per 2 < p < oo, f riesce a definirsi ma ¢ una distribuzione in S’'(R")
e non appartiene o L¥ . Per esempio la trasformata di Fourier di 1 € L>® &
1= (2n)" € S'(R™).

Teorema 8.5.7. Sia f € L'(R"), g€ LP(R"), con 1 <p < 2. Allora

o~ o~

Frg(&)=FOg) er”,
con % + % = 1.

Un ulteriore caso notevole in cui la convoluzione é ben definita si ha quando
u e S'(R") ev e &(R"), dove E'(R™) ¢ 'insieme delle distribuzioni a supporto
compatto. In questo caso, uxv € S" e

uxv=uv €5 (R").
Esempio 8.5.8. 1) Siav=24. Allora
(wed)ie) = [ ule )iy
= u(x)

Quindi per ogni u € S'(R™), wux*xd = u.
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Inoltre u*0 =Td = .

L’ultima uguaglianza é giustificata dal fatto che 5=1.

2) Sia v = D).

Poiche D*6(p) = (—=1)l15(D*p) = (=1)*1D%¢(0),
(s D*8)(z) = (~1)° / ulz — y) D*6(y)dy
(—1)2 Deu(x)

= D%u.
Allora - -
ux DYy = u D2,

infatti w* DO§ = Doy = €0 e 1 D = £ 0 = £

8.6 La trasfomata di Fourier in L2

Analizziamo ora il comportamento della trasformata di Fourier in L?; a tal fine
enuenciamo e dimostriamo alcuni risultati:

Teorema 8.6.1. Se f € L2(R"), allora f risulta ben definita in L*(R™) e lap-

plicazione F : L*(R") — L*(R™) ¢é un’isometria, cioé:

1 fllze = @m)E||£]] L2

Proprieta 8.6.2. Proprieta di Parseval
Siano f e g due funzioni definite in S(R™), allora

/ F(&)g(e)de = / f(@)3(x)de (8.26)

Dimostrazione.

/ F()g(6)de = / (671 f () da)g (€)d€ (3.27)

Per continuare é necessario verificare se € possibile applicare il teorema di Fubini,
quindi studiamo il modulo:

!

o Cly
(L4 |z)V (1 + €)Y

|7 f(2)g(€)] = £ ()llg(€)] <

< 00;
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dunque si ha che e f(x)g(£) € L' (R} x RY) e la (8.27) puo essere scritta come

[ [ i@ = [ ) ( [ e geac)as

e, osservando che
[ e a0 =30
si ottiene la tesi. 0

Teorema 8.6.3. Teorema di Plancherel
Sia f una funzione definita in S(R™), allora

1f1lz2 = 2m) 2| f]] 2. (8.28)
Dimostrazione.

171k = [ FeFene
Si applica ora la proprieta di Parseval con g(&) = f(€) e si ottengono le seguenti
uguaglianze:

99 =@ = [ eptoyin = [ = [ Tl -

= (2@”(2@‘”/&“%%

dove, nell’ultimo passaggio abbiamo moltiplicato e diviso per la quantita (2m)
Osserviamo ora che

—n

(QW)_"/e_imfmdx =F ).

Cio significa che ¢g(§) = f_ (2m)"F~L(f) e quindi

171k = [ Fefte) ar.

E’ necessario ricordare inoltre che

§=Fg=Fl2r)"F ([l = @n)"FF(f) = 2n)"f

= 171 = @n)" [ 1) Tz = a7

e, estrando la radice, otteniamo la tesi. 0
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Esistono due costruzioni della trasformata di Fourier in L?, una piil recente,
I’altra rimasta in vigore dal 1920 al 1960. La costruzione piti antica prevedeva di
considerare una funzione f definita in L? e di fissare un numero reale R. Il primo
passo era quello di troncare la funzione f nei punti di ascissa R e —R andando
cosi a definire la funzione fr come segue:

fR:{f per 2| < R

0 altrove.

Per come ¢ definita ¢ ovvio che la funzione fr appartenga allo spazio LY si
calcolava, in seguito, la trasformata di Fourier fz che appartiene allo spazio L*>°
e che ¢ una successione di Cauchy in L2

La trasformata di Fourier della funzione di partenza f veniva quindi definita
come

~

= lim R-
f=lim f
La costruzione moderna, invece, prevede di considerare una successione di
funzioni f; definita in S(R™) con j = 1,2,..., tale che la successione converga a

un limite f nello spazio L?*(R"). Come gia dimostrato, ]/”; appartiene alla classe
S(R™),Vj=1,2,....
Essendo la successione f; convergente in L?, ¢ di Cauchy in L?; cioé:

Ve >0, djo tale che Vj, h > jg

risulta ||f; — fallz2 < e

Poiché L? ¢ uno spazio completo, allora ogni successione di Cauchy in tale spazio
¢ convergente.

La successione f; ¢ una successione di Cauchy, infatti:

= fh||L2—||fy Jullr2

e per il teorema di Plancherel

Hf] thL2:(27r)%Hf] thLQ < (27r)%

Quindi, per i risultati trovati,

JH € L*(R") tale che H = lim ]/C;

J—00

Definizione 8.6.4. Si definisce allora trasformata di Fourier per una funzione
feL*R")
f=H = lim f] (8.29)

J—o0
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8.7 La trasformata di Fourier in L?

La definizione della trasformata di Fourier per le funzioni definite nello spazio L?,
si ricava dal seguente

Teorema 8.7.1. Siano f € LP(R") con1 <p <2 ep/ tale che %+§ = 1. Allora

st puo definire f e risulta:
A < @) (| £l
Andiamo ad analizzare 1 casi notevoli:

e p=1, p =00= 2 =0 In tal caso abbiamo che
p

1fllz= < (2m)°[|fl]ze, ovvero [|f[lz < [Iflzs

n

ep=2 p=2=5=4

Dunque si ha che

A le> < (2m) 2| f]] 2
Possiamo fare alcune osservazioni:
1. se p > 1, la trasformata di Fourier ]?Viene definita attraverso la densita;

2. se 2 < p < oo la trasformata di Fourier fA si riesce a definire, ma non
appartiene pit allo spazio L¥'; infatti se consideriamo p’ =1, quindi p = oo,
e una funzione f € L™, si hache f(zr)=1€ L>® ma f=1=0¢ L.

8.8 Esempi ed applicazioni

In dimensione n=1, consideriamo la 'funzione porta’, definita come segue:

1 e <T)2;
PT(Q_{O 2| > T/2.

E’ evidente che Pr(§) € LY(R), infatti [ |Pr(§)|dx = costante < oo per come ¢
costruita.
Calcolo la trasformata di Fourier:

. , T2
Pr(§) = / e " Pr(z)dr = / e 1 dy =
R

~T/2
per £ # 0 tale integrale ¢ uguale a
_ [emf} Tz _ L[eigﬁ B 62%6] _ 176 — e3¢ _ 2 sin(Z€) _ 28111(%&).
—t§ l-rj2 —ig i§ i€ £
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Calcolo la trasformata anche per £ = 0:
N T/2

Pr(0) = / de =T.
-T/2

Ricapitolando, la trasformata di Fourier della 'funzione porta’ é:

QSiH(%f) .
_ e 70
PT(f) =

T £=0.

A questo punto consideriamo il caso T' = 1/2 e riscriviamo la nostra ’funzione
porta’ e la sua trasformata di Fourier:

Ple) = {1 ] < 1;

0 |z| >1.

2sin & .
e ££0;

1/2 €=0.
Ma P(¢) ¢ L'(R):

N +oo +00 | o4
1P©I = [ 1P =2 [ 'ngg'dg—oo;

infatti tale integrale si comporta come una serie Z%, che € una serie divergente.
A questo punto poniamoci in L*(R).
) : 9 . . +OO
La ’funzione porta’ P(£) € L?, infatti [|[P()|[7. = [~ |P(§)]*dz < co.
Inoltre, contrariamente a quanto avviene in L!, anche la sua trasformata di
Fourier appartiene a L2, poiché abbiamo:

R “+oo R 400 2
1P| = / P(e)Pde = 4 / S e e
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Capitolo 9

Gli spazi di Sobolev

In questo capitolo, si utilizzeranno le seguenti notazioni:

e Una distribuzione ¢ € S’(R") si dice di tipo funzione se esiste una funzione
f tale che

Vi € S(R"), (o) = - f(@)o(z) dx;
tale f, se esiste, € unica;

e data una distribuzione ¢, e uno spazio funzionale V' chiedere che “¢ €
V” vuol dire chiedere che ¢ sia una distribuzione di tipo funzione, la cui
funzione associata stia in V.

Definizione 9.0.1. Si definiscono Spazi di Sobolev gli spazi del tipo
WmP(R™) = {f e LP(R"): 0°f e LP(R") Vo <m}.
St utilizzano anche le notazioni H™(R™) = W™2(R"), H*(R") = L*(R").

D’ora in avanti si studieranno solo questi ultimi spazi.

Gli H™(R") sono degli spazi vettorali su R, e si puo dare loro una struttura

di spazio normato, ponendo
lullgm = [ 0°ul3 (9.1)
la|<m

In realta gli spazi H™(R™) sono dotati di un prodotto interno, compatibile con la
norma, che li rende spazi di Hilbert. Tale prodotto é definito nel modo seguente:

(f,9)um = Z/Rnaaf(‘?ag(a:) dx

lal<m

= > (0°f,0°9)s.

laj<m
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Il fatto che ||.|| gm(rn) sia una norma deriva direttamente dal fatto che ||.||2 & una
norma.
Infatti:

1. Per ogni u € H™(R"), ||u| gm > 0;

2. ||ul|lgm = 0 implica [|[0%ulls = 0 V|a| < m; in particolare ||ulls = 0, ed
essendo L?(R™) uno spazio normato, u = 0;

3. Se A € R,

Pl = 3 waauuaz\/wz |6oul2

la|<m la|<m
= AL D Nlovul3 = [Allfull s
o] <m
4. Se u, v € H™(R"),
(R ] [ — )<u+v,u+v> ‘S ‘(u,u+v> ’+‘(v,u+v> ‘
Hm Hm Hm

IN

[ullzzm v+ vl m + ([0l gl + 0] m;
dividendo per ||u + v|| gm, si ha la tesi.

Teorema 9.0.2. Gli spazi H™(R"™), con le norme definite in (9.1), sono spazi di
Banach.

Dimostrazione. Sia {vy}r>o una successione di Cauchy in H™(R™). Allora
Ve >0, IN. : Vh, k > N, ||vx, — vpllgm < €.
In particolare, per ogni multi-indice a, con |a| < m,
Vh, k > N, |0y — 0%plla < ||og — vp)|lgm < e.

Pertanto le successioni {0%vy, }1~o sono successioni di Cauchy in L*(R"), ed es-
sendo questo uno spazio di Banach, convergono; esistono quindi funzioni u, u, €
L*(R") tali che vy — u, 0% — u, in L2(R™). Quello che si vuole mostrare
ora & che 0%u e u, definiscono la stessa distribuzione. Presa infatti una funzione

Y € S(R"),
- <uav¢>
= (=)l vy, 0°¢p) — (=1)*Nu, *¢) = (8%, 1))

<ao¢,0k7 ¢>
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Per I'unicita del limite, (uq, ) = (0%u, ).
Pertanto 0“vj, — 0“u in L*(R"), e

lim [juy — ul|lgm = Z lim [[0°vy — 0%ully = 0,
k—oo k—oo

laj<m

da cui vy — u in H™(R™), e cid prova la completezza di questo spazio.

Esercizio 9.0.3. Siano date le funzioni

(1) f:{o L TS0 g:{? <0

x

Stabilire per quali m si ha f € H™(R), g € H™(R)
Risoluzione. 1) Anzitutto f € L*(R): infatti

o0 o0 1—¢® 2 o0 1
/ |f(cc)]2dx:/ ¢ dxgc—i—/
—00 0 1

x T
Calcoliamo ora f” nel senso delle distribuzioni: presa ¢ € S(R),

Foo) = —(F o) = [ f)d(a)de = / Tl ) da

2
dx < 00.

integrando per parti, si ottiene

—_e @ +0o0 +oo (4 e _
o) = e - [T - 02)
= o) - [ e -
= (00— F, ¢),

dove F' ¢ la distribuzione, di tipo funzione, data da (F, ¢) = 0+OO (xﬂl#qb(x) dzx.
Da (9.2), f' = dy — F nel senso delle distribuzioni; da cid segue che f’ non ¢ una
distribuzione di tipo funzione, perché altrimenti lo sarebbe anche g = f'+ F. In
particolare, f ¢ H'(R).

2)Anche in questo caso g € L*(R), poiché |g(x)| < |f(x)| q.0. (dove f ¢é la
funzione che compare nell’esercizio precedente), e per la monotonia dell’integrale
lgllz < || f]l2 < oco. Per ¢, si procede come prima:

+o0 Too | ew
(d.6) = —(g.¢) = / 9(2)0(x) d = / L= Ly da

—00 0 r+1
1 —e" oo T (z+2)e -1
= |73 o(x) ) — /0 CESIE ¢(z) dx
TRl — (24 2)e”
/0 1) o(r) dz.



Pertanto ¢’ ¢ di tipo funzione, ed & definita come

, 0 <0
g = —1—535‘” >0

Inoltre, per ogni x € [0, +00),
1—(x+2)e " e 1 4
/ 2
= <
R e (e P TN PR Tl

che ¢ integrabile su [0, +00); pertanto ¢’ € L*(R), e ¢ € H'(R). Ripetendo gli
stessi ragionamenti, si ottiene

2 2 2

—T

1
Sfer1p

T+ 2
z+1

g” = G_(SOa

dove G ¢ una distribuzione di tipo funzione. In particolare ¢’ ¢ L?*(R), e
g9 ¢ H*(R).

9.0.1 Trasformate di Fourier delle funzioni in H™(R")
Definizione 9.0.4. Si definisce H™(R™) lo spazio normato
H™R") ={f € L*R"): (1467 f(§) € LAR™)},

dotato della norma

ey = 1+ 1% M = [

1
2

1+ ¢

o)
Teorema 9.0.5. H™(R") = H™(R"), e le norme corrispondenti sono equivalenti.

Dimostrazione. Per dimostrare il teorema, basta dimostrare che esistono delle
costanti ¢q, co # 0 tali che

Ve H"R™), [|fllgm@n < collfllam;
2)Vf e H"(R"), [[fllam < call fll mgny-

1) Si ha
By = | [1+1€P] 1 ©OPde= [ 3 cale®PIf©)P
e /" ’ / la]<m
= Y | lEf©OPdE=Y" ca | |DoF(E)de
la|<m /R la]<m /R
= Y call Do) TE S 2m) N cal DO SR
la|<m || <m
< (@mrmax(ca) Y [1D°FI3 = eillfll3m:
la|<m
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posto ¢; := (27)" max,, si ha percio la tesi.

2) Viceversa,

A = >0 IDFI3 = 2m)™ > 1D FI3 (9-3)
lo|<m || <m
2m) " > €I
|or| <m

Se si riuscisse a provare che
Vlal <m, Jea: €7 < ca(l+ [E)™, (9.4)
allora per la monotonia dell’integrale si avrebbe
615 = [ 1€ FIFOR e <o [ (116" FOF dE = call g e
da cui, ricordando (9.3),

1 = 0 3 1 F3 < @0 S (Call /Im )

|| <m || <m
- <2w>”(|2 o By = 2l ey
al<m

posto cz = (21)" Sz

Per dimostrare (9.4), basta osservare che

g = (Yler)" = (D)™ -

n

- lﬁl(;\éz )" = T1 (k)™ = (TTsl)" = ler

=1 j=1 j=1
e che se |a| < m,
al2 2|a
lim leg lim |€|—2:{0 |oz\<m;
jel=-+oo (1 +[€2)™ = lef—too (14 [¢[2) L al=s

continua su tutto R", e tendendo ad un valore limitato all’in-

<egc

e~ |?
essendo e
finito, allora é limitata, e pertanto esiste una costante c¢ tale che
OVVero

|€>|?
(1+g?)m™
[N
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a

Per il teorema, si possono identificare i due spazi, e d’ora in avanti si utilizzera
solo la notazione H™(R™) anziché H™(R"). La nuova definizione, tuttavia, con-
sente di definire gli spazi H™(R") anche per m numero reale qualunque.

Osservazioni

e Per ogni m, 1¢ H™R"); infatti 1 = (27)"d ¢ L*(R™);

e Per s <0, L*(R") ¢ H™(R") C §'(R"); per s > 0, H™(R") C L*(R");
Esercizio 9.0.6. Trovare per quali m € R tale che 6 € H™(R").

Risoluzione. La trasformata di Fourier di dp & 1. L’esercizio si riduce pertanto
a trovare i valori m tali che (1+ |€[?)2dp = (1+ |¢€[>)% € L*(R"), ovvero tali che

/ (1+ €)™ de < +oo

Per z >> 0, (1 + [£]*)™ ~ |£|*™; affinché I'integrale converga, per la condizione
di integrabilita impropria deve essere

n
2m<—n:>m<—§.

Percio 6, € H™(R") per m < —3.

Esercizio 9.0.7. Sia f = x|—1,1) la funzione porta centrata nell’origine. Trovare
i valori m € R tale che f € H™(R).

Risoluzione. Anzitutto f € L?*(R), mentre f' = 6_; —§; ¢ L*(R), pertanto se
f € H™(R) allora m < 1. La trasformata di f ¢

f(€) = 2sinc(¢) = ZSing(g).
Se f € H™(R) allora
.9
||f’|?{m(R) :4/R(1+£2)m81n£2(§> df < +o0.

Allinfinito (14&2)™sin?(€)/€2 ~ £2m=2 e per il criterio di integrabilita impropria
dev’essere 2m —2 < —1=m < % Pertanto f € H™ per m < %
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9.1 1l teorema di inclusione di Sobolev

Teorema 9.1.1 (Teorema di inclusione di Sobolev).

H™R") C C°(R")  perm > g
Dimostrazione. Sia f € H™(R"), con m > . Se si dimostrasse che f e LR

allora f = F~1(f) € CY(R™) ¢ C°(R") per il teorema di Riemann-Lebesgue. Ma
in effetti

£ de = 2\ T ‘fA(é‘)‘ - d
[ iende = [ ol iy i

= \/ / (IO de - \/ / ) md@

Il primo integrale converge perché f € H™(R™) per ipotesi, e il secondo converge

perché si € posto 2m > n. Pertanto anche l'integrale di partenza converge, e
f e LYR").

Corollario 9.1.2.

H™R") C C"(R™)per m > r + g

Corollario 9.1.3.
NmsoH™(R™) C C*°(R™).
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Capitolo 10

Operatori Pseudo-differenziali

Consideriamo un generico operatore alle derivate parziali a coefficienti costanti,
dato da:

P= > C,D (10.1)
laf<m

meN

C,eC

Tale operatore P puo essere definito su S(R™) o su S’(R"):
P:SR") — SR")

oppure
P:S'(R") — S'(R")
Applichiamo I'operatore P alla funzione f € S(R") ed usiamo la relazione F 1 F f =

f:

P(x) = FYF(PS) = (20) " / P F(€)de (10.2)
Ma
Pf&) =" CafD* =" Cutaf =p()f(€) (10.3)
ja<m ja<m

dove il polinomio p(§) = 37, <,, Ca&® si dice simbolo di P.
C’¢ una corrispondenza biunivoca tra P e p:

Pf(x) = (27)" / (e (€)de (10.4)

Se f € S'(R™) tutti i passaggi precedenti si possono intendere in senso debole.
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Teorema 10.0.4. Gli operatori P sono continui fra i sequenti spazi di Sobolev:
P: H*(R") — H*™(R")
Vs € R,m € N. Inoltre sussiste la disuguaglianza

I1Pf]

wom < Clf]

e (10.5)

Dimostrazione.

1P f|[Feem = / (1+ [¢[2)>™| P (€)[2de = / (L4 €13 ™ ()21 f(€)[2dé

Ma [p(§)1* = | X jajem |Cal?? < C(L+ [E2)™ = C| f]
Utilizziamo 'uguaglianza Pf(§) = p(€)f(€) otteniamo la disuguaglianza della
tesi:

2
Hs

I1Pf]

eem < C|f]

Hs -

0

Per P polinomio abbiamo provato che Pf(x) = (27)_"feix5p(£)f(£)d£ con

pf (&) = p(€)f(€). Possiamo provare ad estendere tale procedura a funzioni
diverse dai polinomi.

Definizione 10.0.5. Sia f € S(R™). Si dice operatore pseudo-differenziale P =
p(D), Uoperatore tale che

p(D)F(€) = p()f,

dove la funzione p(§), definita su R™, ¢ detta simbolo di p(D). Usando l'anti-
trasformata di Fourier, si ha

pD) @)= 2" [ EpOf(€)ds. Vi eS®Y. (108)

Gli operatori pseudo-differenziali servono per studiare equazioni differenziali
perché ci permettono di trasformare problemi analitici in problemi algebrici.
Consideriamo P = p(D) operatore pseudo-differenziale a coefficienti costanti
in R", definito da P = ngm CoD*. Per il Teorema 10.0.4:
P: H™(R") — L*(R").
Il problema che normalmente si vuole risolvere é

Pu=f, (10.7)

dove f ¢ una funzione nello spazio H*~™.
Ricordiamo che un operatore pseudo-differenziale P ¢ iniettivo se e solo se
ker(P) = {0}, ovvero Pu =0 < u = 0.
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In questo caso esiste un operatore pseudo-differenziale P!, 'operatore inverso
di P, e si puod trovare la soluzione u del problema (10.7) moltiplicando ambo i
membri dell’equazione per P~ 1.

Indichiamo con S™ I'insieme di tutti i simboli p(§) con £ € R", che soddisfano
la disuguaglianza

m
2

p(&)] < C(A+[€F) (10.8)
In particolare p € L7, (ricordiamo che f € LS (R") se e solo se f € L>®(K) per

loc loc

qualunque compatto K di R™).
Osservazioni:

e Le funzioni a crescita algebrica sono funzioni in S™: infatti [p(§)| < C(1 +
€]?)% La costante C ottimale (ovvero mi fornisce la migliore maggiorazione
possibile) ¢ data da:

p(€)]
(1+1¢P)%

p(§)

- HWHLW(R") = eSSSUPgeRrn

e SepeSmed fe SR siha che p(€)f(€) € L'(R") e
p(D)f(x) = (27) ™" / ¢Ep(E) F(€)dE € L= (R™).

e L’operatore p(D) non si estende in generale a qualunque distribuzione (f €
S’(R™)), perché per alcune distribuzioni (come ad esempio ¢), I'operatore
pseudo-differenziale non ¢ ben definito.

e Perognim >0 S°c S™.
e Se my < mgy allora S™ C S™2.
Teorema 10.0.6. Sia p(§) € S™, m € R. Per ogni s € R, si ha
p(D): H(R") — H™"(R") (10.9)
e vale la sequente disuguaglianza:

Ip(D) £

La costante C' che fornisce la maggiorazione ottimale ¢ data da

Sy
(1+ 1Py % e

premm < C||f |l e (10.10)

(10.11)
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Dimostrazione. Per definizione,

1p(D) fllie—m = (1 + |€2)°F* p(D)F (&) 12-

—

Per la definizione di operatore pseudo-differenziale, si ha p(D)f = p(&) f (&),
quindi, moltiplicando e dividendo per (1 + |£[>)%

p(§)

wm = ||(1 1 —as v
(D) fllazs=m = 1L+ 1€%)Z (1 + (¢ )(1“5’2)7]0(5)”
3 questa espressione diventa
_ 23 )P
(D) f1]re=m = I(1+ [€]7) f(£)(1+|§| 5T Iz2.

A questo punto ricordiamo il seguente lemma (di ovvia dimostrazione):
Lemma 10.0.7. Se F € L>(R"), G € L*(R"); allora FG € L*(R") ed inoltre
1EG 2@y < [[F]lzoo @) [ Gl 22 (R™).

Applicando il lemma con F = ﬁ e L®(R") econ G = (1+|¢]2)3f(€) e
L*(R™), si ha

PGl = It 1+ eP)E O
< IS llman I+ DOl
ponendo H 1+|£\ ki | Leerny = C, si ottiene la tesi: ||p(D)f|lgs—m < C||f||lgs. O

FEsempio. Consideriamo la funzione in R™:

|1 sef>a
p-i—(g)_{o se§<a

con a € R.
Questo simbolo viene usato in analisi dei segnali: supponiamo che il segnale
sia rappresentato dalla funzione f(z) (e quindi che le frequenze del segnale siano

date da f(€)):
po(D)f(z) = (2m)" / €. (€)(6)de).

L’operatore p, seleziona solo le frequenze da un certo valore a € R in poi. Dopo
I’applicazione di tale operatore, chiamato passa-alto, si otterra un segnale epurato
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di alcune frequenze, cosa che puo risultare molto utile in caso di rumore di fondo.
Il filtro passa-alto € un operatore continuo definito tra spazi di Sobolev:

py : H*(R) — H*(R).

Infatti, p, € S° e quindi questa relazione & conseguenza del teorema appena
dimostrato.
Si definisce in modo analogo il filtro passa-basso:

|1 se&<a
p(ﬁ)—{o se £ >a

per a € R.

Anch’esso opera con continuita nello stesso spazio H*, ma 'azione di questo
filtro consiste nell’epurare il segnale delle frequenze troppo alte.

Unendo le azioni di questi due operatori si ottiene il filtro passa-banda:

b
p<£) = X[a,b] <5) - { é * E?lt?Oieg

L’operatore con simbolo dato da questo filtro, ovvero xp4(D), permette di
togliere al segnale le frequenze troppo alte e quelle troppo basse. xq4(D) ha
quindi un’azione regolarizzante.

10.1 Operatori pseudo-differenziali come
operatori di convoluzione

Per p € S™ ricordiamo che
p(DIf(a) = ()" [ epl) fe)ae

Definiamo nucleo dell’operatore p(D) la distribuzione k = F~*(p(£)), dove F !
é da intendersi nel senso delle distribuzioni.

Ricordando che k = f(z) = [ k(z — y) f(y)dy, otteniamo:

p(D)f =p(&)f = kf=F+f. (10.12)

Da questa uguaglianza segue che ogni operatore di convoluzione P = k* puo
essere pensato come operatore pesudo-differenziale di simbolo p(§) = k(§).
Come esempio, sia p(£) funzione passa-banda con a = —1,b = 1, ovvero

p(&) = x-1,1(§) = { (1) - _alltrgové(—%.S :
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Determiniamo il nucleo k. Per definizione, p(€) = k(€), quindi

ko) = Flp)a) = (2n)" / g
sin x 1sinx

= (2n)! /e_”gdﬁ = (27)712 =—

X m™ X

Quindi, I'operatore passa-banda x|_11(D) ¢ dato da

(D) f(x) = - /

™

sen(x — y)

p—y f(y)dy.

Per p € S™, con un valore di m molto negativo, p decrescera in modo molto
rapido, quindi k¥ = F~!(p) puo essere definito in termini classici, in altre parole
I'operatore pseudo-differenziale coincide con 'operatore integrale canonico.

Consideriamo ora ’esempio dell’operatore identico, il cui simbolo ¢ p(§) = 1.
Infatti,

p(D)f(x) = (27T)_"/6”51f(€)d€ =F {(F(f(2) = f(x)

L’operatore identico & ben definito per funzioni f in S(R"™), S'(R™), oppure in
tutti gli spazi di Sobolev.
Il suo nucleo sara dato da

k=F11)=6.

Concludiamo con il calcolo del nucleo di simboli polinomiali, ovvero p(§) =
> laj<m Cal” (il cul operatore pseudo-differenziale ¢ p(D) = 37, <, CaD). Si
ha -

E=F() Cut®)= Y CuF () =Y C.D.

laj<m |laj<m la|<m

10.2 Problema di Cauchy per I’equazione di Schrodinger
Si definisce operatore di Schrédinger P, 'operatore

P =0, +1iA,,
dove A, é il Laplaciano. Ricordiamo che per fi, fo a valori reali,

A+ig) =0 { A1 20
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Il problema in campo complesso si pud dunque facilmente ricondurre a due
problemi a valori reali.

Posto f(z,t) = fi(x,t)+ifs(x,t), con fi ed fo parte reale e parte immaginaria
di f rispettivamente, si ha

Pf(x,t) = (0 +iAs) (fi(x, ) +ifa(x, 1) = (Oufr — Aufo) +i(Asfi + Oifa).

Quindi Pf(x,t) = 0 se e solo se

(3tf1 - Aa:fQ) =0
Apfi+0fa=0

Si ¢ cosi ottenuto un sistema di due equazioni alle derivate parziali. Noi useremo
tuttavia la trasformata di Fourier per determinare la soluzione del problema di
Cauchy per I'equazione di Schrodinger, dato da

of +il,f =0
{ f(x,0) = fo(x) (10.13)

Cerchiamo una soluzione usando la trasformata di Fourier nella variabile x:

~

ft.) = [ty

Si ha quindi A o R R
Pf(z,t) =0 f +iAf =0, f —il¢)*f =0

Trasformiamo anche le condizioni iniziali:

~ A~

£(0,8) = fo(§).

Quindi il problema diventa:

{ (0f —ile)2f) =0
£(0,€) = fo(€).

Risolvendo rispetto al tempo si ha la soluzione

f(t.€) = fo(€)e™".

Ragioniamo ora su t fissato; applicando ’antitrasformata nella variabile £ a f (t,€)
si arriva alla soluzione del problema originale:

fat) = (2m)" / M f(€)dg

Abbiamo ottenuto un operatore pseudo-differenziale con simbolo p(¢) = ¢,
Osserviamo che
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e per t=0, p(§) =1

e per t=1, p(¢) = ekl

e per t fissato p(¢) € S°. Infatti, [e€°| =1 Wt & In particolare,
p(D) = PP . H*(R™) — H*(R"), Vs € R,

1€™PF foll e < supecrn [ = || foll s
Vale dunque il seguente teorema:

Teorema 10.2.1. Si fissi s € R. Allora, per ogni fo € H*(R"), il problema di

Cauch
e {8tf+z’Amf:O
f(x,0) = fo(z),

ha una ed una sola soluzione f(t,-) tale che

1t @) [ ms <l fol

HS.

10.3 Esistenza e unicita della soluzione di equazioni
pseudo-differenziali

Introducendo la notazione (§) = /(1 + |£|?) abbiamo che una funzione p : R* —
C appartiene alla classe S™ se e solo se
(O] <CE)™, VEeR" (10.14)

Questo implica, in particolare, (pg(—a € L>*(R™).
Il nostro obbiettivo ¢ quello di trovare la soluzione dell’equazione

p(D)u = f, (10.15)
dove f € H*~™(R") ¢ una funzione assegnata, mentre u € H*(R™) ¢ I'incognita.

Teorema 10.3.1 (Teorema del calcolo simbolico). Siano p; € S™ (R"™) e ps €
S™2(R™) due simboli. Si considerino, per s fissato,

pi(D) : H*(R") — H*™™(R")
pQ(D) . s (Rn) _ Hs—(m1+m2)(Rn)
Allora, la composizione
pa(D)pr(D) : HY(R") — H*~™Fm2)(R™)

¢ un operatore pseudo-differenziale p(D) := p1(D)pa(D), il cui simbolo ¢ il prodot-

to aritmetico dei simboli di p1(D) e pa(D), ovvero p(§) = p1(§)p2(§), con p €
Sm1+m2_
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Dimostrazione. Consideriamo v € H*(R™). Si ha

Mostriamo ora che p € S™1+mz,
Per ipotesi

{&)m {&)ma

Allora,

p)  _ pAEpi(§) _ pi(§) p2(§)

Grerm ~ (g~ G (gm < LTE

Risulta allora giustificata la scrittura psp; (D) in luogo di ps(D)pi(D).
Si consideri I'algebra dei simboli

Us"
meR

e insieme degli operatori pseudo-differenziali
OPS™ = {p(D) : p(§) € S™}.
Teorema 10.3.2. L’applicazione

p(D) — p(§)

e un isomorfismo tra le algebre:

U OPS™ — U sm

meR meR

Osservazione 10.3.1. Risulta pa(D)p1(D) = pi1(D)p2(D) in quanto il prodotto
aritmetico ¢ commutativo e il Teorema 10.3.2 garantisce la commutativita del
prodotto degli operatori.

Definizione 10.3.3. Un simbolo p € S™(R™) ¢ detto ellittico (globalmente)
se esiste un € > 0 per cui

e < Ip)], VE€eR™ (10.16)
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Figura 10.1: la Curva 3 mostra il grafico del simbolo [p(§)|: esso ¢ maggiorato
dalla funzione C'(§)™ (Curva 1), quindi appartiene ad S™, ed ¢ minorato dalla
funzione £(¢)™ (Curva 2), quindi ¢ ellittico.

In Figura 10.1 troviamo un esempio di simbolo ellittico.

Osservazione 10.3.2. Se il simbolo p € S™ ¢ ellittico allora il suo inverso arit-
metico ¢ un simbolo di ordine —m, ossia 1@ € §™, ed é anch’esso ellittico.

Infatti, ricordiamo che p € S™ ellittico verifica la (10.16), da cui p(§) # 0, per
ogni £ € R™. Di conseguenza, ﬁ ¢ ben definito.

Invertendo la diseguaglianza (10.16) si ottiene

1
<™, VEeR,
[p(€)]
OVVero @ ¢ un simbolo di ordine —m. Invertendo invece la diseguaglianza (10.14)
otteniamo .
CTHE™ < ‘— , VEeRY,
RN

ovvero anche il simbolo z% ¢ ellittico.

Teorema 10.3.4. Sia p € S™ un simbolo ellittico. Si consideri, per s fissato,
I’equazione

p(D)u=f (10.17)

con [ € H"™R"™) fissata e u € H*(R™) incognita. Allora esiste ed é unica la
soluzione u € H*(R").

Considerato poi l’operatore pseudo-differenziale zﬁ con simbolo z% e s
risulta, per ogni s € R e per ogni t € R,
1
——p(D) =1 in H*(R") (10.18)
p(D)
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p(D) ——= =1 in H'(R"). (10.19)
Inoltre, la soluzione uw € H*(R™) dell’equazione (10.17) ¢ fornita da
1
p(D)
1

Dimostrazione. Innanzitutto, per il Teorema 10.3.1, poiche @ € S™™ l'opera-

3

u =

tore ]ﬁ agisce tra gli spazi

zﬁ - HY(R") — H'=C™(R™)
e postot =s—m e quindi t +m = s, si ha
Iﬁ : H(R™) — H*(R™).
Le (10.18) e (10.19) seguono dal calcolo simbolico in quanto
1 1
@p(ﬁ) = p(f)@ =L (10.20)

Verifichiamo che u = ]ﬁ f ¢ soluzione della (10.17):

p(D) (ﬁ f) ) =) [ ple e ds

—m) " [ )
—m) " [ e F de = (o)

Mostriamo infine che la soluzione « € unica.
Si consideri la mappa

p(D) : H*(R") — H*™(R").

Essa ¢ iniettiva in quanto ﬁ ¢ inverso sinistro di p(D): infatti, in virtu del

Teorema 10.3.2, dalla (10.20) si ottiene
1

p(D)

Grazie all’iniettivitd possiamo affermare che la soluzione u = Iﬁ f € unica,

infatti, se esistesse una funzione v € H*(R") tale che p(D)v = f allora si avrebbe
u(r) = (). O

p(D) = IHS(R'”) .
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Ricordando che p(D) puo essere interpretato come operatore di convoluzione

p(D) u(z) = / Kz — y)uly) dy,

ovvero p(D) = Kx*, con K = F~!(p), risulta ]ﬁ = Hx, con H=F""(}).

Prima di analizzare alcuni esempi di operatori, introduciamo una nozione
strettamente legata alla nozione di ellitticita.
Definiamo innanzitutto il simbolo principale p,, del simbolo p(§) = Zla\ <m Ca§%,

dato da
pm(g) = Z Caga-

laj=m

Diciamo che p(&) & localmente ellittico se p,,(£) # 0 per ogni £ # 0.
La seguente proprieta esprime il legame tra 'ellitticita e Iellitticita locale.

Proprieta 10.3.5. Se il simbolo p ¢ localmente ellittico e p(§) # 0, per ogni
& € R™ allora p ¢ ellittico. Viceversa, se p ¢é ellittico allora p é localmente ellittico

e p(&) # 0 per ogni & € R™.

10.4 Esempi ed esercizi

Operatore differenziale a coefficienti costanti: p(D) .

p(D) = Z Co D%,
la|<m
con simbolo p(§) = 3 ,<,, Ca€®, Ca € C.
Come caso particolare consideriamo l'operatore che descrive 1’equazione della
particella libera in R"”
p(D)=—-A+X\ XeR.

Vogliamo risolvere l’equazione
—Au+du=f

con f € H*?(R") assegnata e u € H*(R™) incognita.

Tipicamente ’equazione della particella libera si studia per s = 2 e quindi f €
L*(R"™) e u € H*(R™).

Per provare che la soluzione esiste ed é unica, mostriamo che p é ellittico. Per
poter rispondere a questa domanda dobbiamo analizzare il simbolo dell’operatore
p(D): sapendo che —A = 37" | (—i)?0. = >_7_, D7 otteniamo p(§) = [¢|* + A.
Notiamo che il simbolo é sempre localmente ellittico perché il simbolo principale
|€]* ¢ non nullo per ogni ¢ € R" — {0}, ma non ¢ sempre ellittico, in quanto
I'equazione [£]? + A # 0 vale solo per £ € R" / |£] # v/—), e la soluzione dipende
da A. In particolare, vale la seguente
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Proprieta 10.4.1. Il simbolo [£|? + X\ ¢ ellittico < \ > 0.

Dimostrazione. ‘=’

Per dimostrare questa implicazione dimostriamo che se A < 0 allora p(£) non ¢
ellittico. Se A < 0, allora |£|?+ X = 0 per £ = v/—\. Ricordiamo che il simbolo in
questione é localmente ellittico per cui applicando la Proprieta 10.3.5 si ottiene
che il simbolo non é ellittico.

C¢’
Vogliamo dimostrare che, se A > 0, allora esiste € > 0 tale che (¢)? < |p(£)]. La
diseguaglianza risulta verificata per ¢ = min{1, A}, infatti

e se A > 1, scegliamoe=1>0
EF+AZ 167+ 1= () =e(6)
e se A < 1, scegliamoe =\ >0
€+ A= AP+ A= AMEP +1) = (6)”

0

Diretta conseguenza della Proprieta appena dimostrata e del Teorema 10.3.4
é il seguente

Teorema 10.4.2. Se A > 0 [’equazione
—Au+ \u = f € L*(R")

ha una e un sola soluzione u € H?(R™).

La soluzione ¢ data esplicitamente da

ua) = ) [ et de = [ Ko=)y

dove K = F (s )

Derivata frazionaria.

Consideriamo il simbolo p(§) = (£)™ con m € R e indichiamo 'operatore cor-
rispondente con (D)™. Poiché la catena di diseguaglianze

e(§)" <O <™

& banalmente verificata per ogni £ € R", se si sceglie ¢ < 1 < C, allora possiamo
affermare che p € S™(R™) ed inoltre che esso é ellittico.

Vediamo ora da dove deriva il nome ‘derivata frazionaria’, e quindi analizziamo
il comportamento dell’operatore al variare di m in R.
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e Sem € 2N allora 'operatore (D)™ risulta essere un operatore a coefficienti
costanti con simbolo

m
2

p(§) = (&)™ = (1 + )=,

ovvero
m
2

(Dy™ = (1 - A?)

e Se m ¢ 2N, allora otteniamo una derivazione frazionaria e formalmente
I'operatore puo essere scritto come integale:

(Dy™u(z) = (27) " / £ (€)M T(E) de

In ogni caso il simbolo ¢ ellittico per cui il Teorema 10.3.4 ci assicura che, data
I’equazione
(D)*u= f e L*R"),

esiste ed é unica la soluzione u € H*(R") data da

~

u(w) = (D) f = (2m) " / s 1>5 (€) de.

Infatti, I'inverso dell’operatore (D)* ¢ dato da (D)~*, in virta del Teorema 10.3.4.
Possiamo anche esprimere la norma degli spazi di Sobolev attraverso tali
operatori ellittici, come dimostrano i seguenti passaggi:

[(D) ull> =(2m)~% | {D)ulle
=(2m) "2 (€)"all e

3\//1+|5| “Jae) 2 de

—(2r) "3

Analisi tempo-frequenza.
Consideriamo un simbolo p(§) € S°(R") = L>®(R"™). Ovvero, esiste C > 0, tale
che [p(¢)] < C, e il simbolo gode della proprieta di ellitticita se esiste € > 0 tale

che e < |p(§)], V€ € R™. Un esempio grafico ¢ riportato in Figura 10.2.

Se il simbolo ¢ ellittico, allora z% verifica C~! < ’1%) < €71, ed esiste la

formula di inversione per p(D) : H*(R") — H*(R").

Vogliamo ora analizzare un caso di questo tipo in cui pero il simbolo non sia
ellittico.
Consideriamo il simbolo

p(§) = X[—l,l](f) € SO(R>
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K

Curva 1
Curva 2
Curva 3

Figura 10.2: la Curva 3 mostra il grafico di un simbolo p(§) € L>®(R") ellittico:
infatti esistono C' (Curva 2) ed € (Curva 1) tali che 0 < e < [p(§)| < C.

e il rispettivo operatore x_1,1)(D). Possiamo affermare che p(§) ¢ un simbolo in
SO(R™), in quanto |x115(§)] < 1, per ogni ¢ € R, e inoltre possiamo affermare
che il simbolo non ¢ ellittico in quanto non esiste ¢ > 0 tale che ¢ < xj-117(§).
Allora il Teorema 10.3.4 non ¢é valido e la soluzione dell’equazione

@) ue) = 3 [y = fo) € 1)

non é unica. Ad esempio, ponendo f(x) = 0, 'equazione diventa

X-1(D)u =0

conu € L?(R). La funzione v = 0 ¢ soluzione, ma non ¢ unica, infatti tutte le fun-
zioni u € L*(R) tali che suppa(§) N [—1, 1] = 0 sono soluzioni di x(_1,1j(D) u = 0.

Esercizio 10.4.3. Studiare I’equazione integrale in R (dipendente dal parametro
A €R)
1 [sin(z —vy)
A - —= dy = 10.21
ww)+ 3 [ty dy = f(a) (10.21)

con f assegnata in L*(R). Si cerchino soluzioni u € L*(R).
Soluzione Per risolvere questa equazione leggiamola innanzitutto come p(D)u =
f(z) con p(D) operatore pseudo-differenziale tale che

p(D)u = \u(x) + 1 / sm(x——y)u(w dy.

s T —y
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Il simbolo di p(D) risulta essere p(§) = A + xj-111(§) ed ¢ ellittico per tutti i
valori di A esclusi A =0 e A\ = —1. Il grafico di p(§) per un valore di A # —1,0

e riportato in Figura 10.5.

i

-1

Figura 10.3: grafico della funzione p(§) con A # 0, —1. In questo caso il simbolo
¢ ellittico.

Nel caso in cui il stmbolo sia ellittico allora la soluzione esiste ed e unica e
possiamo trovarla attraverso l'inverso dell’operatore p(D): la soluzione infatti é
data da u = ﬁf. Calcoliamoci a questo proposito 1/p(§):

1 1 :{ T per|¢ >1
) A+ xy(§)

w7 operél <1

1 1 1
= + (/\—H - X) X[=1,1(§)-
Allora la soluzione dell’Equazione (10.21), per A # 0 e A # —1, ¢ data da

ww) =3 0@+ (157 -5) 5 Y gy

A+1 AN 7). x—y
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10.5 Cenni sugli operatori pseudo-differenziali a
coefficienti non costanti

Consideriamo un operatore differenziale lineare a coefficienti non costanti

P = Z Co(x)D*

lorl<m

con C, € C*(R").
Il corrispondente operatore pseudo-differenziale p(x, D) applicato ad una funzione
u(x) sara

bl Djuta) = (2) " [ 4p(a, a(6) e
con simbolo p(z, ) = 3, 1n Ca(@)€* € C(RE x RE). Infatti,

o Djuta) = Y Culw) 2" [ et de = 3 Culo)D"

la|<m ol <m

Anche in questo caso, si puo passare a operatori pseudo-differenziali piti generali
ampliando la classe dei simboli corrispondenti p(x,&). I simboli studiati devono
soddisfare opportune condizioni. Tra le pitl usate ricordiamo:

Caso 1. |p(z,&)] < C(&)™ (x)™2, per ogni z,£ € R™, con my, my € R,

Caso 2. [p(x, &) < Cl, €)™, per ogni 7, € R, con (z,) = /T 1 [ + [ e

con m € R.

Per ognuna delle due definizioni di simbolo si ha la rispettiva condizione di
ellitticita: Je > 0 tale che

Loe@™ (@)™ < [p(z,§)], Vi, & €R",
2. e(x, )™ < |p(x,§)|, Vz,& e R™

Il problema che ci poniamo ¢ nuovamente riuscire a risolvere un’equazione del
tipo
p(t, D)u=f
nel caso in cui p sia ellittico.
Prima di enunciare il teorema del calcolo simbolico precisiamo per entrambi i
casi un’ulteriore condizione di regolarita che é necessario imporre e che definisce
le classi dei simboli globali, dette classi SG:
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1. Per quanto riguarda il Caso 1 la condizione ¢

050¢p(x,€)| < Cap(§)™ 1 z)™~1, Va, ¢ € R”, Va, 5 € Z7.

Un esempio tipico & 'operatore che descrive il moto di una particella libera
il cui simbolo & p(x,&) = |€]2 + 1.

2. Ponendo z = (z,£), abbiamo che p(x,{) = p(z) e la condizione di simbolo
nel Caso 2 é data da
[07p(2)] < Oy {z)" L.

In questo caso come esempio tipico si considera 1’ oscillatore armonico quan-
tistico
2
p(z, D) = —A+ Ja

il cui simbolo ¢ p(x,&) = |£]2 + |z|*

Il Teorema 10.3.4 si estende agli operatori a coefficienti non costanti nel modo
seguente:

Teorema 10.5.1 (Teorema del calcolo simbolico). Dati due operatori a coeffici-
enti non costanti p1(x, D), pa(x, D), allora la composizione & data da

p1(z, D) pa(x, D) = p(x, D) + K
dove il simbolo dell’operatore p(x, D) é il prodotto aritmetico dei simboli, ovvero

p(xaé) = M(%f)pz(ﬂi,f)

e K ¢ il cosiddetto operatore ‘resto’, lineare e compatto da H*(R™) in H*(R"),
per ogni s € R.

Osserviamo che, nel caso di operatori a coefficienti costanti, il Teorema del
calcolo simbolico permette di calcolare I'inverso dell’operatore come l'inverso ar-
itmetico ((p(D))™! = ﬁ), grazie all’isomorfismo tra Ialgebra dei simboli e
I’algebra degli operatori.

Nel caso degli operatori a coefficienti non costanti abbiamo un risultato legger-
mente pitt debole, infatti risulta

p(z, D) =I+K

p(x, D)

p(x,D)p(x’D) =I+H

dove I é I'operatore che ha per simbolo 1 e K e H sono operatori compatti.
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Definizione 10.5.2. Dato P : Hy — Hy con Hy e Hy spazi di Hilbert, diciamo
che P ¢ un operatore ad indice se dim kerP < co e dim KokerP < oo.

In base a questa definizione possiamo dire che se un operatore ¢ ad indice
allora ¢ ‘quasi’ iniettivo e ‘quasi’ suriettivo.
I seguenti due teoremi assieme alla definizione appena data chiariscono ulterior-
mente le consegenze del Teorema del calcolo simbolico.

Teorema 10.5.3. Se esiste P~ parametriz di P, ovvero se esiste P~1 tale che

PP '=I+ K
P'P=I+H

con K e H compatti, allora l'operatore P & un operatore ad indice.

Teorema 10.5.4. Un operatore pseudo-differenziale ellittico ¢ un operatore ad
indice.
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