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GEOMETRIA II

Prova scritta del 22 giugno 2007 - Tema A

1 (punti 11)

Provare che la somma di autospazi corrispondenti ad autovalori distinti è diretta.

2 (punti 2+5+4+1+2+3)

Si consideri l'endomorfismo f di R3 (con prodotto scalare standard) la cui matrice, rispetto alla base canonica e1, e2, e3 è A = 
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a) Dire di che tipo di endomorfismo si tratta;

b) trovare autovalori ed autospazi di f;

c) trovare una base ortonormale di autovettori;

d) scrivere la matrice P di passaggio fra la base canonica e la base ortonormale di autovettori trovata;

e) trovare la matrice inversa P(1;

f) provare che la forma quadratica la cui matrice rispetto alla base canonica è A è semidefinita positiva.

3 (punti 6)

Una matrice A del terzo ordine ammette l'autovalore 1. Inoltre risulta trA = ( detA.

Provare che (detA e (1 sono i restanti autovalori di A.

Soluzioni

Esercizio 2

a) Poiché la matrice A è una matrice simmetrica f è un endomorfismo autoaggiunto.

b) Per calcolare gli autovalori di f si deve risolvere l’equazione caratteristica det(A–(I3) = 0, cioè: det
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 = 0. (2 – ()3 (1 – 1 ( 3(2 – () = 0 da cui ((((2 + 6( – 9) = 0 che ha soluzioni ( = 0 e ( = 3 doppia.

L’autospazio relativo all’autovalore ( = 0 si ottiene risolvendo il sistema:
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 EMBED Equation.3  [image: image5.wmf]0
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, osservato che la terza equazione è la somma delle altre due, si ottengono le soluzioni: 
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 con x qualunque.

Quindi E( = 0 = {(h, h, (h) / h ( R} ha dimensione 1, una sua base è {(1, 1, (1)}.

L’autospazio relativo all’autovalore ( = 3 si ottiene risolvendo il sistema:
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 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf]0
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 da cui x + y ( z = 0, ossia z = x + y.

Quindi E( = 3 = {(x, y, x + y) / x, y ( R} ha dimensione 2, una sua base è {(1, 0, 1), (0, 1, 1)}.

c) E' noto dalla teoria che, essendo f autoaggiunto, autovettori di autospazi distinti sono ortogonali: determiniamo una base di E( = 3 formata da vettori ortogonali a partire da u(1, 0, 1) e v(0, 1, 1) con il metodo di Gram-Schmidt.

Poniamo u' = u e determiniamo un vettore v' = v + (u ortogonale ad u e quindi tale che          u ( v' = 0. Deve essere 
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 e si ottiene v' = (0, 1, 1) 
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. Una base formata da vettori ortogonali è 
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 e per ottenere una base ortonormale normalizziamo ciascun vettore dividendolo per il suo modulo.
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d) La matrice P ha come colonne le componenti dei vettori della base ortonormale:

P = 
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e) E' noto dalla teoria che la matrice di un cambiamento di base ortonormale è una matrice ortogonale quindi la sua inversa coincide con la trasposta: P(1 = tP = 
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f) La forma quadratica la cui matrice rispetto alla base canonica è A si può scrivere in forma canonica con il metodo degli autovalori e risulta ((X) = 3X12 + 3X22. Essa ha quindi due coefficienti positivi ed uno nullo ed è semidefinita positiva.

Esercizio 3

E' noto dalla teoria che il polinomio caratteristico di una matrice A del terzo ordine si può scrivere ((3 + (2 trA ( k( + detA dove con (k si indica il coefficiente di (.

La matrice A ammette l'autovalore ( = 1 se 1 è radice dell'equazione caratteristica, ossia:

(1 + trA ( k + detA = 0. Essendo inoltre trA = (detA risulta k = (1. Sostituendo nell'equazione caratteristica si ottiene: ((3 ( (2 detA + ( + detA = 0 da cui ((1 ((2) + detA(1 ( (2) = 0 ossia (1 ( (2)(( + detA) = 0 che ha radici ( = 1, ( = (1, ( = (detA.
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